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PREFAZIONE 





Colla pubblicazione del presente. corso di lezioni, nella forma 
che una ripetuta esperienza d'insegnamento mi ha consigliato 
di dargli, ho voluto offrire ai giovani studenti delle Università 
italiane un libro che li avvii allo studio di una fra le più im- 
portanti teorie dell'odierna matematica e li prepari alla lettura 
delle opere maggiori e più complete, ove trovansi interamente 
svolti, in tutte le loro conseguenze, i principii dovuti all’immor- 
tale GaLors e dimostrata tutta la loro fecondità ed efficacia. 

Il lettore già esperto nella materia non cerchi nella presente 
opera a di risultati, o di metodi. Sarà raggiunto il mio 
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ì iudicherà opportuna la scelta degli argomenti e 
“giusta l'estensione data, nella trattazione, a ciascuno di essi: se 
asi troverà che alcune dimostrazioni risultano semplificate, altre 
o condotte con mezzi più elementari, quali richiedeva la natura 
E del libro, destinato a giovani appena in possesso delle consuete 
nozioni d'algebra complementare. 

Le opere che maggiormente ho posto a contributo, nel re- 


“ digere le presenti lezioni, sono le seguenti: 


JORDAN . — Traité des substitutions et des équations algébriques. (Paris, G. 
z .— Villars, 1870). 
w NerTo. . — Substitutionentheorie und ihre Anwendungen auf die Algebra. 
at (Leipzig, Teubner, 1882). 
î 3 KLEIN. . — Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Auflisung der Gleichungen 
n vom fiinften Grade. (Leipzig, Teubner, 1884). 
© WEBER . — Lehrbuch der Algebra. (Braunschweig, Vieweg, 1895). 


64162 





IV 
Cito ancora, per raccomandarne vivamente lo studio: 


BuURNSIDE — Theory of groups of finite order. (Cambridge, University Press, 
1897). 


Questo ottimo libro contiene una teoria completa dei gruppi 
finiti, che giunge fino ai più recenti risultati; ma fu da me cono- 
sciuto troppo tardi per poterne trarre profitto. 

Avverto in fine che per lo scopo puramente didattico del- 
l’opera mi sono ritenuto dispensato dall’obbligo di citazioni 
storiche, che il lettore, desideroso di conoscere le fonti, troverà 
largamente sparse nelle opere sopra ricordate. 


Pisa, luglio 1399. 


L. BIANCHI. 
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CAPITOLO I. 


Sostituzioni e loro composizione. — Periodo di una sostituzione. — Sostituzioni 
circolari. — Sostituzioni pari e dispari. Sostituzioni simili e permutabili. — 
Gruppi di sostituzioni. — Teorema fondamentale e corollarii. ‘Gruppo al- 


terno. — Gruppi transitivi ed intransitivi. — Limite ‘superiore del grado di 
transitività. — Gruppi imprimitivi. 


__ $.1.— Consideriamo un numero qualunque » di oggetti, che rap- 
presentiamo con » lettere | 


Zi, La, FETO Xn è 


Se con 
VV, do, 3. DIO Un 
indichiamo ancora i numeri 1, 2, 3...7, in altro ordine, il succedersi 
degli » oggetti nell’ ordine 


Li, Lig è 0 »è Lin 


dicesi una permutazione degli oggetti stessi. 
Il numero delle permutazioni distinte è dato, come è noto, dal 


fattoriale 
AES AO Az 0A 


Chiamasi sostituzione } operazione colla quale si passa da una 
permutazione ad un’altra. Si rappresenta la sostituzione scrivendo in 
una prima linea orizzontale la permutazione da cui si parte, in una 
seconda orizzontale superiore la permutazione a cui si arriva. Così p. e., 
se partiamo dalla permutazione 


XL, La d3 + + + Un 
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ed arriviamo alla permutazione 


RI ei Por 
scriveremo la sostituzione col simbolo 
Wi Vi Dia ro 6h 
ci MRO RTO ) 
Diciamo subito che due sostituzioni si riguardano come identiche 


quando a ciascuno degli n oggetti sostituiscono un medesimo oggetto; 
così p. e. sono identiche le due sostituzioni 


€ apo i 
X, Xo X3 Lg Na Ly XL X3 i 


Ne segue che, nel rappresentare una sostituzione, possiamo pren- 
dere come permutazione iniziale una qualunque permutazione fissa, p. e. 
la permutazione principale | 


PARO ir Seo 


Se indichiamo quindi con 


DI , Da DIR ME 


le x (n) permutazioni distinte, altrettante saranno le sostituzioni distinte 
da indicarsi coi simboli: 


Da di di Dato 


@| b] A . . . A 
Di DE M}; pa 


Fra queste la prima, che lascia ogni lettera al proprio posto, dicesi 
la sostituzione identica 0 l'identità. Spesso rappresenteremo le sostitu- 
zioni con semplici lettere 

e pati Lera 


e in particolare l’identità col simbolo 1. 
Se S, T sono due qualunque sostituzioni, possiamo considerare una 
terza sostituzione U che nasce eseguendo S, T successivamente in un 


. . . . x - 
ordine determinato p. e. prima S, poi T. Per ottenere la U basterà par- 


tire ad esempio dalla permutazione principale X, ed operare su questa 
mediante la S, ciò che condurrà alla nuova permutazione Y,; indi, ope- 


7 SI 
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‘rando sulla permutazione X, la sostituzione T, si otterrà una nuova 
permutazione Y; e la sostituzione U sarà data da 


Z 
3 
d 
1 
Questa sostituzione U dicesi composta delle due S, T od anche il 
prodotto di queste sostituzioni e sì scrive simbolicamente 


Us 


lisa 


ponendo a sinistra la sostituzione esequita prima. È necessario fissare 
la convenzione fondamentale riguardo al significato della scrittura ST 
perchè, alterando l'ordine delle sostituzioni componenti, cangia in ge- 
nerale la sostituzione composta. Così p. e. se si pone 


De E , T= i 
Xi Ka X3 La Xi Xa %3 X4 


(È X, X3 n RSS AE Xa a iù 


Z La X3 Ka è N Hr Ka Hg IA 


sl avrà 


Quando due sostituzioni S, T soddisfano alla condizione 
peleeat Si, 


si dicono fra loro permutabili. 

Stabilito il significato del prodotto di due sostituzioni, resta natu- 
ralmente fissato anche il significato del prodotto di più successive sosti- 
tuzioni S,, S:, S3...Sn. Intendiamo per sostituzione composta U, che 
scriviamo 


(1) ì ILE TRITIR e 


quella che nasce componendo prima S, con S.;, indi la sostituzione 
composta S, S. con S;, questa alla sua volta con S, e così via. La for- 
mola (1) sta dunque propriamente per l’altra 


U=(6G Sura S:)) Sert: 


In un prodotto di più sostituzioni non è lecito in generale, come 
vià si è avvertito; invertire due o più fattori, cioè non vale la legge 
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commutativa dei prodotti di ordinarie quantità. Ma. un’altra importante 
legge, che vale per gli ordinarii prodotti, quella associativa, sussiste 
inalterata pei prodotti di sostituzioni; cioè, fissate ad arbitrio nel pro- 
dotto più sostituzioni successive S;, Si41 - .. S.4», potremo, senza alterare 
il prodotto, sostituire al loro insieme il loro prodotto eseguito. Per 
dimostrare l’'asserita proprietà basterà provare che nel prodotto di tre 
fattori vale la legge elementare associativa espressa dalla formola 


(2) I (COR a SRO, 


Verifichiamo che le sostituzioni dei due membri sono in effetto 
identiche, osservando che sopra una lettera qualunque x; hanno il me- 
desimo effetto. Supponiamo infatti che la S, porti x; in x, la S3 porti 
x; in x, e in fine la S; porti x, in %m, sicchè la sostituzione a sinistra 
in (2) porta «; in «m. Il prodotto S,S, porta x: in #n e per ciò anche 
la sostituzione a destra in (2) porta x; in 4. 


Terminiamo queste considerazioni preliminari, osservando che se due 


sostituzioni A, B sono identiche e C è una terza sostituzione qualunque, 
anche i risultati che si ottengono componendo sia A, sia B con €, nel 
medesimo ordine, sono identici, cioè da 


AB 
segue tanto 
AGG 
quanto 
GA -IOR7 


Viceversa da una qualunque di queste seconde eguaglianze segue 
la prima. 


S$.2.— Quando tutte le 7 sostituzioni componenti di un prodotto 
Sis Ne 0h 


sono uguali fra loro e ad una medesima sostituzione S, il prodotto stesso 
dicesi la potenza mf di S e si indica col simbolo S". A causa 
della legge associativa, è chiaro che due potenze di una medesima so- 
stituzione S, moltiplicate fra loro, danno una potenza di S il cui espo- 
nente è la somma degli esponenti delle potenze componenti; in simboli 
si ha 


(3) SULA 2 pes. mp ì 


ug 1 


PERIODO DI UNA SOSTITUZIONE id 


onde segue in particolare che due potenze di una medesima sostituzione S 
sono sempre fra loro permutabili. 

La notazione S” ha per ora soltanto un significato quando l’ espo- 
nente m sia intero e positivo. Ma conviene, con opportune convenzioni, 
considerare anche potenze di S con esponente intero negativo o nullo. 
Ciò si ottiene considerando insieme ad S la sua sostituzione inversa S', 
quella cioè che, riportando le lettere spostate da S nei posti che prima 
occupavano, dà luogo, per composizione con S, alla identità. Conveniamo 
di considerare questa inversa S' di S come potenza di S con espo- 
nente — 1, scriviamo cioè 

SEIN 


ed allora, essendo —» un intero qualunque negativo, definiremo la po- 
tenza S_* di S come potenza #”“ di ST=S7; cioè converremo che sia 


q_n ate (Sant 


Dopo ciò la formola (3) varrà per esponenti interi (non nulli) po- 
sitivi o negativi, purchè non sia m+p=0, nel qual caso si avrà invece 


qu. SP? Rai a Sal Zoe le; 


Per togliere quest’ultima restrizione alla validità della (3) basterà 
fare l'ulteriore convenzione che assegna alla potenza S° il significato 
dell'identità; e così la (3) sussisterà in tutti i casi. 

Consideriamo ora la serie infinita nei due sensi delle potenze di S: 


(4) LELE RS RA 


Poichè il numero delle sostituzioni diverse è finito = (n), se per- 
corriamo in (4) ad esempio la serie ascendente, da un certo punto in 
‘poi non incontreremo più nuove sostituzioni, ma si ripeteranno neces- 
sariamente le precedenti. Ora si vede subito che la prima sostituzione 
ripetuta sarà l’identità, poichè da 

Sed ge 
segue, moltiplicando per ST 
| S.—_ 1, 


Il più piccolo esponente B (intero) positivo, pel quale risulta Sì — 1, 
dicesi il periodo (0 l’ordine) della sostituzione S. 
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Se LB è il periodo di S, le f potenze 
(5) SS n 


DI 


sono tutte fra loro distinte, ma ogni altra potenza S” è uguale ad una 


delle (5). E invero, se r indica il minimo resto positivo (mod f) del 
numero m (positivo o negativo), sl avrà 


m=g8+r 
con q intero e quindi 
Qu so, s= (Sf), SS. 


Deduciamo quindi il teorema: 

Perchè due potenze S", S" di S siano fra loro equalì è necessario € 
sufficiente che gli esponenti m, m' siano congrui rispetto al periodo f; în 
simboli 

m==wm' (mod f). 

In particolare perchè si abbia S'"=1 sarà necessario e sufficiente 
che sia 2 multiplo del periodo f. | 

Si può ora facilmente risolvere la questione di determinare il pe- 
riodo f di ogni potenza S% di S. Sarà questo il minimo valore intero 
e positivo che si potrà dare a f in guisa da soddisfare la congruenza 





of =0 (mod f); 
Indicando dunque con e il massimo comun divisore di ,f, avremo 


p=d. 


_ 


c 


In particolare il periodo di S* sarà ancora f se 4 è primo con fp; 
e vi saranno per ciò tante potenze di S a periodo B quanti numeri 
primi con # si trovano nelle serie 1, 2, 3,...—-1 cioè, nella ordinaria 
notazione della teoria dei numeri, precisamente ‘ ({). 


S. 3. — Una sostituzione S dicesi circolare 0 ciclica quando le lettere. 


che essa sposta possono ordinarsi in guisa che la S porti ciascuna lettera 
nella seguente e l’ultima nella prima. Così p. e. la sostituzione 
/ Lg Lr Kg Xz \ 


Ss 


XL Xa 3 da 
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opera -ciclicamente sulla permutazione 
Xi X3 Ly Xg 


ed è per ciò ciclica. Una sostituzione ciclica è definita, appena data la 
permutazione su cui opera circolarmente, e si scrive più brevemente 
racchiudendo fra parentesi questa permutazione. Così la sostituzione 
ciclica precedente si scriverà 


S = (2, Hg L4 Lo). 


Se » sono le lettere sulla quale S opera ciclicamente, potremo 
scrivere così la S in » modi diversi, facendo cominciare la permutazione 
da una qualunque delle sue lettere. Il periodo di una sostituzione ciclica 
su » lettere è evidentemente eguale ad ». Dimostriamo ora che: 

Qualunque sostituzione può decomporsi nel prodotto di più sostituzioni 
cicliche, operanti su lettere diverse. 

Sia infatti x: una qualunque delle lettere e supponiamo che S 
porti xi, in i, la xi, in zig e così via. Nella successione di lettere 


(6) Li) Lig Liz * 0 00 0 


la prima lettera ripetuta sarà certamente la x; poichè se le lettere 


KLiy Lis 
nella successione sono identiche, identiche saranno pure le due precedenti 
Lai PORRI STI dr 


che la S porta nella medesima xi. = ix. 
Poniamo che la successione (6) contenga le sole r lettere 


Li Lig e s0 » Lip, 


sulle quali adunque la S produca lo stesso effetto che la sostituzione 
ciclica i 
C, = (Li Liz è 0 + Cir): 


Se non vi sono altre lettere spostate da S, la S è senz'altro la so- 
stituzione circolare C,. Altrimenti si prenda un’altra lettera x: e si 
proceda su questa nel medesimo modo costruendo il ciclo corrispondente 


DA _— (2% XHko è +. Xks) È 
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Così continuando, decomporremo appunto S nel prodotto di più so- 
stituzioni cicliche : 


(7) | Sira 


e si noti che queste sostituzioni circolari componenti di S, operando 
ciascuna su lettere diverse, sono due a due permutabili. La decompo- 
sizione (7) di una sostituzione S in prodotto di sostituzioni circolari è 
quella che torna più spesso utile. Intanto possiamo subito dedurne il 
modo di calcolare il periodo di S, senza costruirne effettivamente le suc- 
cessive potenze, col teorema: 

Il periodo B di una sostituzione S è il minimo multiplo comune degli 
ordini (o periodi) dei cicli C,, Cs... Ci în cui S sè decompone. 

E infatti se si ha 


SP = (CC... CP =1, 
a causa della permutabilità dei cicli, potremo scrivere 
0} . RAINER ARI = 


e, poichè i singoli cicli operano su lettere differenti, si dovrà avere se- 
paratamente | 


C8=1, ch—-1...CP= 1, 


Ne segue che f è certamente multiplo dei singoli periodi dei cieli. 
D'altronde, se 8 il minimo multiplo comune di questi periodi, si ha 
inversamente 


S.—_ 1, 


ciò che dimostra la proposizione. 


S. 4. — Dicesi trasposizione una sostituzione ciclica su due lettere. 
È facile ora vedere che: Qualunque sostituzione può scindersi nel pro- 
dotto di più trasposizioni. Per passare infatti da una permutazione ad 
un’altra si può cominciare, eseguendo una trasposizione, dal portare. 
una lettera della prima al posto che deve occupare nella seconda, dopo 
di che rimarrà da procedere nel medesimo modo sulle rimanenti lettere. 
Sl arriva al medesimo risultato osservando che ogni sostituzione circo- 
lare d'ordine r si compone di »-—1 trasposizioni; così p. e. 


(%1 Va My at) = RA) Re 
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D'altronde ogni sostituzione si decompone, come si è visto, in so- 
stituzioni circolari. È da osservarsi che decomponendo una sostituzione 
nel prodotto di trasposizioni, queste non opereranno in generale su 
lettere diverse; anzi, a meno che la sostituzione non abbia il periodo 2, 
vi sarà necessariamente qualche lettera comune a trasposizioni diverse. 

La decomposizione di una sostituzione S nel prodotto di trasposi- 
zioni si può eseguire in modi diversi; ma, in qualunque modo si ese- 
guisca, dimostriamo che il numero delle trasposizioni in cui S_ si decom- 
pone è sempre pari o sempre dispari. Per dimostrarlo, scindiamo S in 
sostituzioni circolari, ove espressamente avvertiamo che valutiamo in S 
come cicli anche quelli composti di una sola lettera, di quelle lettere 
cioè che S non sposta, e cominciamo dal dimostrare che: Se sì mol- 
tiplica S, a destra o a sinistra, per una trasposizione T, il numero dei cicli 
in ST (0 TS) aumenterà 0 diminuirà, rispetto a-quello di S, precisamente 
di un’ unità. 

Distinguiamo per ciò due casi secondo che le due lettere della tra- 
sposizione T appartengono ad un medesimo ciclo C o a cicli diversi C, C' 
in S. Nel primo caso potremo evidentemente supporre che la prima 
lettera di C appartenga a T; sia dunque 


IRR EDEL) 
T = (2; ba) . 
Essendo T permutabile con tutti gli altri cicli di S, ed avendosi 
een) (Lr pr); 


ne risulta appunto che in ST all'unico ciclo C ne vengono sostituiti 2 1). 
Nel secondo caso potremo supporre 


er) 


C= (Yi Ya .--Ys) 
T=(2%) 
e poichè T è permutabile con tutti gli altri cicli di S, oltre C, C', mentre 
si ha 
GO'R= (ra? . +-L Yi Ya . HTAR 


1) Si osservi peraltro che uno di questi cicli può constare di una sola let- 
tera; ciò avviene per r=2, o perr=m. 
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i due cicli C, C' di S si sono riuniti in ST in un solo, ciò che dimostra 
il nostro lemma. 
Ora essendo 
ME CRSTNDA 
le lettere, supponiamo che la S, decomposta in cicli, presenti # cicli, 
computando come sopra anche i cicli di una sola lettera e sia d’altra 
parte decomposta nel prodotto di m trasposizioni: 


Sale tesealà 


avremo : 
ST (ae 0 0. A A = 1 


e poichè l’identità consta di » cicli (del 1.° ordine) e moltiplicando per 
una trasposizione ogni volta il numero dei cicli aumenta o diminuisce 
di un’unità, ne deduciamo 


k4+m==n (mod 2), 
cioè 
m=n+k(mod 2). 
Decomponendo S in un altro prodotto di m' trasposizioni, sarà dunque 


necessariamente 
m =m (mod 2), 


come si era asserito. 

Questi risultati danno luogo alla classificazione delle sostituzioni in 
pari e dispari, secondo che si compongono di un numero pari 0 dispari 
di trasposizioni. È chiaro che un prodotto di più sostituzioni è pari o 
dispari, secondo che vi è un numero pari o dispari di sostituzioni di- 
spari componenti. 

Abbiamo osservato sopra che una sostituzione ciclica d’ ordine 
equivale al prodotto di » — 1 trasposizioni. Se la sostituzione $ sì com- 
pone di % cicli contenenti rispettivamente 


VD, No, 000. Nk 
lettere, essa sarà pari o dispari secondo che il numero 
q <a (n-1)=mt n +...4% 


sarà pari o dispari e per l’applicazione di questo criterio sarà eviden- 
temente indifferente comprendere o no fra i cicli quelli di una sola 
lettera. 


k 





SOSTITUZIONI SIMILI E PERMUTABILI iis 


S. 5. — Siano S, T due sostituzioni qualunque; costruiamo la so- 


stituzione 
Sì — he S i 


Questa dicesi la trasformata di S per mezzo della T. Siccome si ha 
inversamente 
ceo IST 


sì vede che S è, alla sua volta, trasformata di S, per mezzo della in- 
versa T- di T. 
Supponiamo S decomposta in cicli e sia 


IATA, 


un suo ciclo; indichiamo con %,,%, ...%- le lettere in cui la sostitu- 
zione trasformatrice T trasporta rispettivamente ,,x....2,. Il ciclo 
della trasformata St= TS T, cui appartiene y,, sarà precisamente 


Ci=Y1Y2..-%), 


onde risulta la regola seguente: 

Per ottenere la trasformata della S per mezzo della T basta decom- 
| porre S in cicli ed eseguire sulle lettere di ciascun ciclo di S la sostitu- 
zione T. 

‘È chiaro quindi che ST=TST ed S hanno il medesimo numero 
di cicli e nei cicli corrispondenti il medesimo numero di lettere. Vice- 
versa se due sostituzioni S, S, si decompongono in un egual numero di 
cicli di ordini rispettivamente eguali, indicando con T una sostituzione 
.che trasporti ogni lettera di un ciclo di S nella corrispondente del corri- 
spondente ciclo di S,, si avrà 


ria letta We 


cioè la S, sarà una trasformata della S. 

Due sostituzioni trasformate l’una dell’altra diconsi anche simili fra 
loro. Esse possono farsi coincidere, cangiando soltanto la denominazione 
delle lettere. 

Notiamo ora le proposizioni seguenti d’immediata dimostrazione: 

1.* Se S, S' sono due sostituzioni qualunque, è due prodotti 

SS SS 


sono simili. 
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E infatti si ha 
STI MEL) SE 


2.* La trasformata di un prodotto è eguale al prodotto delle trasfor- 
mate, restando la medesima la sostituzione trasformatrice. 
Si ha invero, a causa della legge associativa 


(T7S1.1) (ITS, T) i IS) = TE 
In particolare si osservi che 


Clo S AO pra A fed gm 4 ha 


$. 6. — Stabilite queste prime nozioni sulle sostituzioni, arriviamo 
all'importante e fondamentale concetto di gruppo di sostituzioni. Un si- 
stema di un numero qualunque di sostituzioni sopra » lettere dicesi un 
gruppo se il prodotto di due sostituzioni qualsiasi (differenti od anche 
eguali) nel sistema appartiene nuovamente al sistema stesso *). In par- 
ticolare si osservi che un gruppo, insieme ad ogni sua sostituzione S, 
ne contiene anche tutte le potenze e perciò anche l'identità. 

Il concetto di gruppo, nato dapprima appunto dalla teoria delle so- 
stituzioni, ha acquistato successivamente nelle matematiche un’estensione 
ed una importanza sempre maggiori. Esso è applicabile in tutti quei 
casi ove si ha una serie finita od infinita, discontinua o continua, di 
operazioni, di qualunque natura esse siano, purchè esista una legge di. 
composizione, secondo la quale due operazioni qualsiasi A, B della serie 
si compongano in una terza determinata | 


C=A B 


e valga la legge associativa insieme alle altre leggi elementari indicate 
alla fine del n.° 1. Come esempî di operazioni di questa specie, citiamo 
i movimenti dello spazio o più in generale le trasformazioni projettive, 
che possiamo ancora riguardare come sostituzioni sopra oggetti, p. e. sui 
punti dello spazio; soltanto il numero degli oggetti invece di essere finito 
è qui infinito, anzi forma una continuità di oggetti. I gruppi generali 





!) Per denotare un tale sistema di sostituzioni CAUCHY adoperava il termine 
sistema coniugato di sostituzioni; la denominazione più breve, ed ora univer- 
salmente adottata, di gruppo proviene da GALOIS. 
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di operazioni possono essere finiti o infiniti, secondo che le loro opera- 
zioni sono in numero finito od infinito. Ulteriormente i gruppi infiniti 
si dividono in gruppi discontinui e gruppi continui. Nei primi le ope- 
razioni del gruppo formano una serie discreta per quanto infinita, nei 
secondi le operazioni stesse del gruppo sono suscettibili di variare con 
continuità, contenendo dei parametri arbitrarì. 

Arrestandoci ai gruppi finiti di operazioni (chè di questi soli trat- 
teremo nel presente corso), diciamo subito che il loro studio si riduce 
essenzialmente a quello di un gruppo di sostituzioni sopra lettere, come 
dimostreremo prossimamente ($. 15). Noi parleremo quindi soltanto di 
gruppi di sostituzioni, ma le teorie che svolgeremo conserveranno la loro 
validità nel caso generale di gruppi finiti di operazioni. 

Dicesi ordine di un gruppo di sostituzioni il numero delle sostitu- 
zioni in esso contenute. Il più semplice esempio di un gruppo si ottiene 
formando tutte le potenze di una medesima sostituzione S; se f è il 
periodo di S, le f sostituzioni 


POSSS oh) 


formano appunto un gruppo d’ordine f. 

Un tale gruppo dicesi un gruppo ciclico. 

Un altro esempio di gruppo l’abbiamo nella totalità delle 7 (») so- 
stituzioni sopra » lettere; questo dicesi il gruppo totale su n lettere o 
gruppo simmetrico. 

Ancora consideriamo tutte le sostituzioni pari su » lettere. Esse for- 
«mano evidentemente un gruppo; questo dicesi il gruppo alterno 0 gruppo 
semisimmetrico. 

Il suo ordine è uguale a 


1 e 
TOA 





rei 


come si rileva subito dall’osservare che moltiplicando tutte le 7 (n) so- 
stituzioni da una medesima parte per una sostituzione dispari, p. e. una 
trasposizione, si ottengono ancora tutte le x (») sostituzioni, ma le pari 
si cangiano in dispari e viceversa. 

Dicesi sottogruppo di un gruppo G ogni gruppo l' le cui sostituzioni 
appartengano tutte a G. Così se S è una sostituzione di G a periodo 
8 il gruppo ciclico 

bi +5S; SEAN 
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LI 


è un sottogruppo di G. Medesimamente il gruppo alterno è un sotto- 
gruppo del gruppo totale. 


$. 7. — Sia G» un gruppo d’ordine w, T, un suo sottogruppo d’ or- 
dine n. Possiamo distribuire le sostituzioni del gruppo, rispetto a quelle 
del sottogruppo, secondo una certa legge fondamentale, alla quale in 
seguito dovremo sempre ricorrere. In particolare stabiliremo così il teo- 
rema fondamentale : | 
L'ordine n del sottogruppo I° è sempre un divisore dell’ ordine m ‘del 
gruppo GG. | 
Indichiamo con 


a) =" si (95 fg a ae 


le sostituzioni di l' e sia # una sostituzione di G fuori di T !). Se 
moltiplichiamo tutte le sostituzioni di I da una medesima parte, p. e. a 
destra, per # e formiamo le %e. sostituzioni 


b) "nta, Nota, lata, "into, 


queste, come prodotti di sostituzioni di G, appartengono certamente tutte 
a G. Esse sono inoltre tutte diverse fra loro e dalle precedenti. E in- 
fatti se due delle d) fossero eguali, p. e. si avesse 


lita =";%a; 
moltiplicando a destra per #° ($. 1) risulterebbe 
(artt 
ciò che è assurdo se è + 7. Se poi una delle 2) eguagliasse una delle @) p. e. 
lita => 
moltiplicando a sinistra per x, avremmo 
RI e 


Ma la sostituzione a destra, come prodotto di due sostituzioni del 
gruppo I, è in T, ciò che è contrario all'ipotesi fatta sopra #4. Dunque 
G contiene almeno le 2 » sostituzioni distinte a) 0) e, se non ne con- 





1) Se non esistesse una tale sostituzione I° coinciderebbe con G e si avrebbe, 


conformemente al teorema enunciato, m = n.. 
* 


TEOREMA FONDAMENTALE Ei 


tiene altre, il suo ordine è dato da m=2 7 ed è quindi multiplo di », 
come è asserito nel teorema. Se invece m>2 », sia t, una nuova sosti- 
tuzione di G, che non sia nè nella serie a) nè in d), e formiamo le » 
sostituzioni di G 


c) ritenta tg; (fato 


Con ragionamento affatto analogo a quello sopra esposto si vede che 
due delle c) non possono essere eguali, nè può una sostituzione c) egua- 
gliare una a) o una d). Le 3» sostituzioni di G contenute nelle serie 
a) 6) c) sono dunque tutte distinte e per ciò, se esse esauriscono il 
gruppo G, si avrà, conformemente al teorema, 


m=3N. 


Continuando nel medesimo modo, è chiaro che ogniqualvolta, dopo 
avere costruito un certo numero di orizzontali come a) 0) c) ..., queste 
non esauriscono (, si potrà costruire una nuova orizzontale contenente 
n sostituzioni di G tutte diverse fra loro e dalle precedenti. Ma poichè 
il numero mm delle sostituzioni di G è finito, sarà pure finito il numero 
q di queste orizzontali ed avremo quindi 


m="qun, 


ciò che dimostra il teorema. Inoltre vediamo, ed è questo un risultato 
fondamentale, che tutte le sostituzioni del gruppo G potranno distribuirsi, 
rispetto al sottogruppo l', nel quadro 


1» (CZ (3 OLO In 
1 la, (2 lo, 13 o DREI (7 ta 
(A) (GOZO CALI CUCININO I, 


1 la, "2 ta» 3 L OTR "(n la, 


contenente 9g orizzontali di » sostituzioni ciascuna. Si osservi che le so- 
stituzioni della prima orizzontale sono quelle del sottogruppo l'; ma 
quelle di un’altra orizzontale non formano più, in generale, gruppo fra loro. 


m Roo SI, i 
Il quoziente q= —, che si ottiene dividendo l'ordine m del gruppo 
n 


G per l’ordine n del sottogruppo I°, dicesi l'indice del sottogruppo I nel 
gruppo (x. 
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Spesso scriveremo più compendiosamente il quadro (A) così: 
GEAR 


Abbiamo formato il quadro (A), ponendo le sostituzioni moltiplicatricò 
t,=1,t2,t3...t, a destra. Si può evidentemente formare un quadro 
analogo con gq sostituzioni moltiplicatrici 


pearl To, t3.. - Tg 
a sinistra, ottenendo il nuovo quadro 


(1 ICE 13 WII Tn 

T2 1, Ta Ya, Ta f3 0. Ta Tu 
* a N - 1 

(A ) T3Y1: T3 12, Tala 00 T3 Ta 


. . . . . . . . 


TTT io —T gl 


Tg iis Tg 23 Tg N30 è è Ta Tn > 
che scriveremo anche 


Gela la ee 


Dal teorema fondamentale dimostrato seguono corollarii importanti 


che basta enunciare: 

1.° L'ordine di un gruppo di sostituzioni sopra n lettere è sempre un 
divisore di n (n). 

2.0 20 periodo di una sostituzione S di un gruppo G è un divisore 
dell'ordine del gruppo. 

Dalla definizione stessa di gruppo seguono poi le proposizioni se- 
guenti d’immediata dimostrazione: 

1.* Le sostituzioni comuni a due gruppi G, G' formano un sottogruppo 
T comune a G, G. 
2.* Se fra le sostituzioni di un gruppo G& si conservano solo quelle 


che non spostano determinate lettere xi, Lig... ir, sù ottiene un sottogruppo 


di G. Ciò risulta dall’osservare che se due sostituzioni Iv Ga di G non 
spostano xi, Xig.., %i,, nemmeno il prodotto gg. sposta queste lettere. 
3.° Quelle sostituzioni di un gruppo G, che sono permutabili con una 
medesima sostituzione T (in G 0 fuori di G), formano un sottogruppo. 
E invero, se 91, 9» sono due sostituzioni di G permutabili con T, da 


GT=T93 9 dead 


<, 
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segue 
(919)T =9Tg=T(99) . 


S. 8. — Il gruppo alterno su » lettere è un sottogruppo d’indice 2 
nel gruppo totale. Ora importa dimostrare il teorema: 

Nel gruppo totale &G sopra n lettere non è contenuto alcun altro sotto- 
gruppo d'indice 2 all'infuori del gruppo alterno. 


gir, segna 1 2 
Sia T un sottogruppo d’ ordine Da (2) del gruppo totale e siano 


(CE CENE ‘Tr(n) 
2 


le sue sostituzioni. Indicando con T una qualunque sostituzione di G 
fuori di I, possiamo distribuire tutte le x (») sostituzioni nel quadro 
(A) di due orizzontali: 


ca 2, LALA; Tir(n) 
li 1 le to, . 


_ 


a Ji 

'tr(") 
La sostituzione T° è certo fra queste x (#), ma non può appartenere 
‘alla seconda orizzontale poichè, se fosse 


LIA E 


ne risulterebbe T =; contro l’ipotesi che T non sia in I. Dunque T° e 
quindi tutte le potenze pari di T 


BEE E 


sono in I, onde segue che lé potenze con esponenti dispari di T sono, 
come T, fuori di I, Ma, se f è il periodo di T, la T = lècerto in I, 
per cui f è necessariamente pari. Dunque intanto il sottogruppo l sup- 
posto dovrà contenere tutte le sostituzioni a periodo impari, in parti- 
colare quindi tutte le sostituzioni circolari su tre lettere. Il teorema 
enunciato sarà quindi dimostrato se proviamo che sussiste l’altro: 

Se un gruppo di sostituzioni sopra n lettere contiene tutte le sostitu- 
zioni circolari su tre lettere, esso coincide col gruppo alterno 0 col gruppo 
totale. | i 
Ora osserviamo che qualunque prodotto di due trasposizioni v è una 
sostituzione circolare su tre lettere, o un prodotto di due tali sostitu- 
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zioni, secondo che le due trasposizioni hanno o non hanno una lettera 
comune. Essendo a, d, c, d quattro lettere diverse, si ha infatti 


(ab) (ac) = (abe) 
(a db) (cd)= (bed). (ade). 


E siccome ogni sostituzione pari si compone con prodotti conte- 
nenti ciascuno due trasposizioni, così qualunque sostituzione pari può 
comporsi con sostituzioni circolari su tre lettere, onde risulta evidente 
il teorema enunciato. 

Il teorema superiore può facilmente generalizzarsi nella proposizione 
seguente : 

Se un gruppo di sostituzioni sopra n lettere contiene tutte le sostitu- 
zioni circolari sopra r fra le n lettere (r > 2), esso coincide col gruppo 
totale. i 

Perry = 2, essendovi nel gruppo tutte le trasposizioni, vi è certamente 
ogni altra sostituzione ($. 4). Per r= 3 il teorema è già stato sopra dimo- 
strato. Infine il caso di » > 3 si riporta subito al precedente, osservando 
che ogni sostituzione ciclica di 3.° ordine si può comporre con due sosti- 
tuzioni d’ordine » > 3, come si vede dall’identità 


{eo 3) AURON (2, La X3 Hg è è è xy). 


$. 9. — Rispetto ai gruppi di sostituzioni su lettere ha grande im- 
portanza la distinzione dei gruppi in due classi secondo i criterii seguenti. 
Un gruppo G sopra » lettere 
©) 


X1L9 0 0.°%n 


dicesi fransitivo quando, prese due lettere ad arbitrio x;, 24 fra le », esiste 
sempre qualche sostituzione nel gruppo che porta x in xx. In caso op- 
posto il gruppo dicesi intransitivo. Per accertarsi della transitività di un 
gruppo basta esaminare se una lettera fissa, p. e. x,, può essere por- 
tata, con sostituzioni del gruppo, in tutte le altre. E infatti se «;, «x. 
sono due lettere arbitrarie, esisterà allora in G una sostituzione S che 
porterà x, in x; ed una seconda S' che porterà x, in x e la sostituzione 
SC S' di G porterà «, in x,, onde il gruppo sarà transitivo. 
Supponiamo che G sia un gruppo intransitivo e sia a, una qualunque 
delle »- lettere. Indicheremo con 


Ag, 43, ® è. Up 
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tutte le lettere in cui a, vien‘ portata da sostituzioni del gruppo. Le 
lettere 


A] NOS: 


non esauriranno tutte ie » lettere, sarà cioè » < »; altrimenti il gruppo 
sarebbe transitivo. Ora è chiaro, per quanto sopra si è visto, che le 
lettere A|] saranno congiunte fra loro transitivamente dal gruppo G, cioè 
sì. potrà portare, con una sostituzione di G, una qualunque di esse a; 
in un’altra qualunque a; ma invece non esisterà alcuna sostituzione di 
( che porti una lettera del sistema A], p. è. a;, fuori del sistema stesso, 
diciamo in d,. E invero, nel caso opposto, una sostituzione di G porte- 
rebbe a, in d, contro l’ipotesi. Presa una lettera d, fra le », fuori del 
sistema A], costruiremo medesimamente un sistema 


B] Ue 


sulle cui lettere il gruppo G agirà transitivamente, ma non porterà alcuna 
lettera del sistema B] fuori del sistema stesso. Così continuando, potremo 
scindere le » lettere, su cui opera il gruppo intransitivo, in un certo 
numero di sistemi 


ASBI Clo 


così costituiti che le sostituzioni di G opereranno transitivamente entro 
ciascun sistema, ma non porteranno mai una lettera di un sistema in 
un’altra di sistema diverso. Diremo questi sistemi sistemi di transitività. 
Se il numero delle lettere nei rispettivi sistemi A], B], C]...è dato da 


VASTO, 


talchè r+s+#+...=%n,è facile vedere che: 

L'ordine m del gruppo intransitivo (a sarà un divisore del prodotto 
tI)... 

Infatti ogni sostituzione di (r consta di un fattore che opera solo 
sulle lettere di A], di un secondo che opera sulle lettere di B] ecc. Se 
costruiamo i gruppi totali 


Lam Lao Tro 


sulle lettere dei rispettivi sistemi A], B|], C]... e facciamo il prodotto 
di tutti questi gruppi parziali, costruendo cioè tutti i possibili prodotti 
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di una sostituzione di l',,,,, per una di l',;), per una di l'7, ecc., avremo 
un gruppo d’ordine 7(r) (s) 7(t)..., che conterrà G come sottogruppo. 
Ritorniamo ai gruppi transitivi per distinguerli a seconda del grado 
di transitività. Un gruppo (x sopra n lettere dicesi m volte transitivo 
quando, scelti due sistemi arbitrarii di m lettere ciascuno fra le n, e fissato 
ad arbitrio l'ordine delle m lettere in ciascuno, esiste sempre nel gruppo 
qualche sostituzione che porta le prime m lettere ordinatamente nelle seconde. 
Come per la semplice transitività, sì vedrà anche qui che il gruppo: 
è m volte transitivo se possono portarsi con sostituzioni del gruppo w 
lettere fisse in mwm arbitrarie. Naturalmente se un gruppo è mm volte 
transitivo, lo è a più forte ragione m— 1, m_—-2... volte; ma general- 
mente, quando parliamo di un gruppo m volte transitivo, intendiamo 
che non lo sia m + 1 volte. 
Esempî di gruppi a transitività multipla li abbiamo nel gruppo al- 
terno G,, e nel gruppo totale G,,. Il primo è precisamente » — 2 volte 
2 i i 


transitivo, poichè se 


Li Lig e è 0 Hin1 Lin 


è una permutazione qualsiasi delle » lettere, fra le due sostituzio ni : 


zl o Lig DICINO Lin1 Lin \ ( Li) Lig e 00 Lin Lin—1 ) 
bj b) 


Ì 
Ki bot. Wall Un 7, X Lo i Ma Un 


che differiscono per una trasposizione, una appartiene a! gruppo alterno. 

Quanto al gruppo totale, potrebbe riguardarsi, stando alla definizione, 
come » volte transitivo ; ma siccome, fissate » — 1 lettere, ne resta una per- 
fettamente determinata, converrà riguardarlo come n — 1 volte transitivo. 
È evidente del resto che un gruppo »—1 volte transitivo su » lettere 
coincide col gruppo totale. 


$. 10. — Dimostriamo il seguente teorema fondamentale sui gruppi 
transitivi. ANA 
L'ordine N di un gruppo G, m volte transitivo su n lettere, è dato da 


N=k.nn-1)...n-mt+ 1), 


dove k è l’ordine di quel sottogruppo di G che lascia ferme m lettere fissate 
ad arbitrio. 
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Prendiamo, ad esempio, le prime wm lettere 


4A Lg 000 Cm 
e sia 
L= (at...) 
quel sottogruppo di G che lascia ferma ciascuna di queste lettere. Di- 
stribuiamo le sostituzioni di G rispetto al sottogruppo I' nel solito quadro : - 


161 9 "2, NE gi Tk 


Ue: (CRI CORTI CRT 


64 da, 2 la seek by ; 


avendo indicato con q l’indice di T in G. 
Due sostituzioni di G portano le lettere 


1 X9 0 0 è Lm 


nel medesimo sistema di posti, o in sistemi diversi, secondo che esse 
trovansi nel quadro in una medesima orizzontale o in orizzontali diverse. 
La prima cosa è evidente e quanto alla seconda si osservi che, se 9, 9 
hanno sopra ;,%...%m il medesimo effetto, la 9g g° lascia ferme 
queste m lettere ed è per ciò una * onde 


’ 

ct, 
e 9g, g trovansi nella medesima orizzontale del quadro. Ciò posto, sic- 
come G è wm volte transitivo, il numero gq dei sistemi di posti diversi, 


in cui le wm lettere possono portarsi, eguaglia il numero delle disposi- 
zioni delle » lettere m ad m, cioè si ha appunto 


qe=nn-1)...(n-m+1) c. d. d. 


Dimostriamo ora l’altro teorema: 

In un gruppo G m volte transitivo, che non coincida col gruppo alterno 
o col gruppo totale, non può esistere alcuna sostituzione (eccetto l’identità) 
che sposti m lettere soltanto o meno di m lettere. 
Siccome ogni sostituzione non identica sposta due lettere almeno, 
supponiamo naturalmente m > 2. Ora sia S, se è possibile, una sosti- 
tuzione di G che operi sopra # lettere al massimo e indichiamo con 
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T una sostituzione di G che porti queste wm lettere in altre w arbitrarie, 
come ne esiste certamente a causa della transitività multipla. Anche la 
TST, che è una qualunque sostituzione simile ad S, trovasi in G. Se 
decomponiamo $S in cicli, dovremo avere almeno due cicli effettivi; al- 
trimenti G, contenendo tutte le sostituzioni simili ad S, cioè tutte le 
sostituzioni circolari di un dato ordine, sarebbe il gruppo alterno o to- 
tale ($. 8). Fra i cicli di S ve ne sia dapprima almeno uno d’ ordine —>'3 
e sia 
Ci (Vesti 


Prendiamo una sostituzione S' simile ad S che contenga il ciclo 


(nno) 


e gli altri cicli di S. Anche la S' sarà in G, per quanto si è visto, quindi 


anche | 
S' So — (2, 40) La) 


A 


che è ciclica del 3.° ordine, onde G sarebbe il gruppo alterno o totale. 
Supponiamo in fine che tutti i cicli di S siano del 2.° ordine e quindi 
in numero di due almeno, per cui certamente m > 4; sia 
S= (0,0) (0304,) (43 dg)... 


Prendasi la sostituzione simile 


S' c- (a) d3) (4, d4) (45 de) e è 
e si avrà in G anche 
UÙU — S S' — (a, da) (43 U3). 


Ma, essendo #w > 4, quindi » > 5, vi sarà almeno una 5.* lettera a, 
e in G la sostituzione U' simile ad U 


U= (1, 43) (4,03), 


onde anche la U U'= (a, a, 4), ciò che ci riconduce al caso precedente. 


x $. 11. — I teoremi sui gruppi transitivi, dimostrati al $. prece- 
dente, insieme alle nuove proposizioni, che ora stabilitemo, servono a 
fissare un limite superiore pel grado di transitività di un EIUDDA Le 
mettiamo il lemma seguente: 


LIMITE SUPERIORE DEL GRADO DI TRANSITIVITÀ 20 
Se un gruppo G d'ordine m contiene due sottogruppi V, UL" dei rispet- 
tivi ordini n, n' e non esiste in I (l'identità esclusa) alcuna sostituzione 
simile ad una sostituzione di T, sarà l'ordine m del gruppo multiplo del 
prodotto n.n' degli ordini dei sottogruppi. 
Siano 
IEP CE PICCIN AO, 
= Ci (cr ‘3, alpeta Va) 


i due sottogruppi e formiamo le » »' sostituzioni di G 


e (0= 1,2,3...% 
(04 saserate 
SG 


Queste sono tutte distinte fra loro perchè, se fosse 


L , 
IO et 00 
avremmo 
. —l A —_ — ta A Ù —l 


cioè una sostituzione di T eguaglierebbe una di I", ciò che ha luogo sol- 
tanto, per ipotesi, per la sostituzione identica, onde risulterebbe 


’ ’ 
ero Ara 


Se le 2) esauriscono tutte le sostituzioni di G si ha m=nw' ed il 
teorema è verificato. In caso opposto, sia g una sostituzione di G, oltre 
le n »' in a), e si costruisca la nuova serie 


DS 
bed 


Ni Id 
O LOC e n 


Sr 
> 
fd 

» 
> 
as 


Queste n n' sostituzioni di G sono diverse fra loro e dalle a). E 
infatti da 


CigTa="GI TA, > 
seguirebbe 
RITA 
e però le due sostituzioni 


PERRIN 


La e 
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l’una di T, l’altra di [", sarebbero simili fra loro. Dunque ambedue sono 
l'identità e si ha quindi 


= TETI - 
Se poi una f) eguagliasse una a), p. e. si avesse 


VITA 


ne dedurremmo 
lr CERRO PIC CE S 


e la 9g sarebbe in «) contro l'ipotesi. 

Così procedendo come nella dimostrazione del teorema fondamentale 
(S$. 7), vediamo che le sostituzioni di G si distribuiscono in un certo 
numero di orizzontali contenenti n 7' sostituzioni ciascuna, ciò che di-. 
mostra il teorema. 

Ciò premesso, possiamo ora dimostrare la proposizione seguente: 

L'ordine N di un gruppo G m volte transitivo su n lettere, che non 
coincida col gruppo alterno o totale, è un divisore del numero 


T(n) 
T(m) 


Per dimostrarla, formiamo il gruppo totale T'_,) sopra w lettere fis- 
sate ad arbitrio fra le 2. I due gruppi G e I° ,.(,), in ciascuno dei quali non 
esiste, pel teorema alla fine del $. 10, alcuna sostituzione simile ad una 
dell'altro, sono ambedue contenuti nel gruppo totale d'ordine x (#) sulle x 
lettere; dal lemma superiore segue quindi che x (n) è divisibile pel pro- 


—(M+1)(m+2)...n 








È ) CHEAT 


n 
T (Mm) 


D'altronde, se ricordiamo ($. 10) che N deve essere multiplo di 


dotto N x (m), cioè N divide 


vediamo che 
n(n-1)...(m+1) 


deve essere divisibile per 


n(n-1)...(n-m+1) 
e perciò 
n-mb>m, 
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n i (NEI 1 ARRE Rn 
ossia m < to Indicando con 4 il massimo intero contenuto in BRA 
di 

possiamo quindi enunciare il risultato seguente: 


Un gruppo di sostituzioni sopra n lettere, che non coincida col gruppo 


< TA >» 
alterno 0 col gruppo totale, non può essere più di AI volte transitivo. 


12] 


5 del grado di transitività di un 


a 


A questo limite superiore 





gruppo se ne potrebbero sostituire altri molto più piccoli coll’uso di ul- 
teriori teoremi. Ma noi ci limiteremo al risultato conseguito, che serve 
già a rilevare come il gruppo alterno e totale si distinguano, pel loro 
grado più alto di transitività, da tutti gli altri gruppi. 


$. 12. — Per i gruppi di sostituzioni sopra lettere è importante 
anche la classificazione in gruppi @mprimitivi e primitivi, di cui ci an- 
diamo ora ad occupare. 
we Un gruppo transitivo G dicesi @mprimitivo quando le » lettere, su cui 
opera il gruppo, possono scindersi in sistemi, contenenti ciascuno un 
egual numero di lettere, per modo che le sostituzioni di G o lascino 
ciascuna lettera di un sistema nel proprio sistema, o portino contem- 
poraneamente tutte le lettere di un sistema in tutte quelle di un altro 
sistema. Se è impossibile scindere le lettere in tali sistemi, il gruppo 
dicesi primitivo. Così p. e., rispetto al gruppo transitivo ciclico su 6 
lettere formato dalle potenze della sostituzione circolare 


MSA Ve) 
i due sistemi di tre lettere ciascuno 
X,X%3%5 , XaX4U%e, 
sono appunto sistemi d’imprimitività. 


— Notiamo subito che un gruppo può essere in più modi imprimitivo, 
cioè può darsi che la divisione in sistemi d’imprimitività possa farsi 
in diverse maniere. Così, nel caso sopra citato, anche i tre sistemi di 


due lettere 
X, La 3, Lot , 3% 


formano sistemi d’imprimitività. 
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Un gruppo dotato di transitività multipla non può mai essere im- 
primitivo, poichè potendosi portare, con sostituzioni del gruppo, due 
lettere arbitrarie in altre due arbitrarie, la divisione in sistemi d’im- 
primitività è impossibile. Dunque: ogni gruppo più volte transitivo è 
primitvo. 

Così pure è chiaro che: ogni gruppo transitivo sopra un numero 
primo di lettere è necessariamente primitivo. 

Sia G un gruppo imprimitivo. Quelle sostituzioni di G che lasciano 
fisso ciascun sistema d’imprimitività formano evidentemente in G un 
sottogruppo I°, che può del resto anche ridursi alla identità. Se distri- 
buiamo le sostituzioni di G& rispetto a quelle di l’ nel solito quadro 


L 


vediamo subito che due sostituzioni di G producono sui sistemi d’im- 
primitività la medesima permutazione allora ed allora soltanto che 
appartengono ad una medesima orizzontale. Considerando quindi questi 
sistemi come altrettanti elementi (lettere) 


Ab rno 


il gruppo G produrrà su di essi un gruppo di sostituzioni H, d’ordine 
eguale all’ indice g di I in G. Se r è il numero dei sistemi, sarà quindi 
q un divisore x (7). 


$. 13. — Vi è un caso importante in cui dalla specie delle sostituzioni 
del gruppo si può concludere la sua imprimitività, come insegna il 
teorema seguente: 

Se un gruppo transitivo contiene una trasposizione, esso è imprimitivo, 
ovvero coincide col gruppo totale. 

Il gruppo transitivo G sulle » lettere 


"TIRO SO APRONO 
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contenga la trasposizione (x, 7,). Se esso contenesse anche tutte le tra- 
sposizioni 
CONCITA) 


conterrebbe qualsiasi trasposizione (x; x), come si vede dalla identità 
(vi) = (21 4) (272%) (mm 2), 
e per ciò coinciderebbe col gruppo totale. Siano dunque 
COEN) 


tutte le trasposizioni di (x contenenti x,. 
Per l'osservazione ora fatta, il gruppo G conterrà il gruppo totale 
sulle » lettere 


A] Ced e diri 


ma non vi sarà in Gr alcun’altra trasposizione, che congiunga una lettera 
del sistema A] con una fuori di esso. E invero, se in G avessimo p. e. 
la trasposizione 


(i rta), 
avremmo anche la trasposizione 
(104) = (11) (i) (1) 


contro l’ipotesi. Poichè il gruppo G è transitivo, presa una lettera 
qualunque xi fuori di A], avremo in G una sostituzione T che porta 
x, in zi; supponiamo che sulle » lettere A] la T abbia l’effetto 


Li Lig 0 0 è Hip o è. 

usa ( ) 

e SII 
“e consideriamo il sistema 
e B] Li) Lig 0 0 0 ». Cir 
Avremo in G le trasposizioni 

TERROR A O ba (00609 A VIPERA ma (229 0 a 
cioè 
(xi Lio) 9 (Li Liz) eusle (xi Lin) ’ 


onde anche le » lettere del sistema B] saranno tutte congiunte due a 
due per trasposizioni di G; segue, per quanto si è visto sopra; che, 
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essendo z; fuori di A], anche tutte le altre lettere di B] sono fuori 
di A]. D'altronde nessun’altra lettera fuori di B] potrà essere congiunta 
per trasposizioni di G con x, altrimenti la sostituzione inversa di T 
la porterebbe in una lettera fuori di A] e congiunta per trasposizioni 
di G con 2,. Il nuovo sistema B|] è formato quindi precisamente come 
il sistema A| e contiene un egual numero di lettere. Così proseguendo, 
è chiaro che distribuiremo le » lettere in un certo numero s di sistemi 
contenenti un egual numero di lettere 


Abate acne 


ciascun sistema contenendo tutte e sole quelle lettere che sono con- 
giunte, per trasposizioni di G, ad una (qualsiasi) di esse. Applicando 
alle lettere di uno di questi sistemi una sostituzione qualunque di G, 
le nuove lettere costituiscono un sistema della medesima specie. Dunque 
il gruppo G opera imprimitivamente sui sistemi A, B, C..., il che di- 
mostra il teorema. 

Dal teorema così dimostrato risulta il corollario : 

Se un gruppo transitivo sopra un numero primo di lettere contiene 
una trasposizione, coincide col gruppo totale. 


CAPITOLO II 


Isomorfismo dei gruppi. — Composizione dei gruppi. — Teorema di Jordan. Dr 
Serie principale di composizione. — Teorema di Holder. — I due teoremi di 
Sylow. — Gruppi semplici degli ordini da 1 a 100. 


S$. 14. — Le proprietà dei gruppi, delle quali ci andiamo ad occupare 
nel presente capitolo, hanno una grande importanza come quelle che si 
riferiscono alla teoria generale dei gruppi di operazioni. 

Stabiliamo in primo luogo il concetto d’isomorfismo dei gruppi. 
Siano G, l' due gruppi di sostituzioni (operazioni) del medesimo ordine m.: 


G= (9%; 92,93: Im) 
Ir (a » 2,73.» ma) 


e supponiamo che si possa stabilire fra le sostituzioni dei due gruppi 
una corrispondenza biunivoca, tale cioè che ad ogni sostituzione di G 
ne corrisponda una perfettamente determinata in I° ed inversamente, 


ISOMORFISMO DEI GRUPPI DI 


colla condizione essenziale che: al prodotto di due qualunque sostituzioni 
di G corrisponda in V° il prodotto delle due sostituzioni corrispondenti. 

I due gruppi si diranno allora isomorfi, ovvero in corrispondenza di 
isomorfismo. 

Per fissare le idee, supponiamo che ad una sostituzione g; di G corri- 
sponda la ; col medesimo indice in T. È facile vedere che: All’identità in G 
deve corrispondere l’ identità in V. Infatti se corrisponde a 1 in G, al 
prodotto 1.g;=g; corrisponde in lil prodotto +. ;, che è dunque = %;, 
onde x=1. Per la legge fondamentale d’isomorfismo, al prodotto g;%, 
corrisponderà il prodotto ‘x, in particolare alle potenze 


DIRO AGI, 


di 9g; corrisponderanno le potenze di eguale esponente di ‘; 
AB BECIVOrg®, 
[TOI CHAN 


onde risulta: Due sostituzioni corrispondenti gi, (i hanno sempre egual 
periodo. E infatti se f è il periodo di g; e f' quello di i, siccome 


gé = 1, 


sarà anche 
n 


onde £ è multiplo di 8°; per la medesima ragione f' è multiplo di £, 
quindi B=f. 

È immediatamente evidente il teorema: 

Ad ogni sottogruppo G, dì G corrisponde in V un sottogruppo TV, di 
ordine eguale a G,. | 

La nozione d’isomorfismo fra i gruppi si può estendere anche al 
caso di gruppi che non siano del medesimo ordine. 

Essendo ancora G,l° due gruppi, ma non più del medesimo ordine, 
supponiamo che ad una sostituzione di G ne corrisponda sempre una 
sola in l, ma la corrispondenza non sia più biunivoca che cioè ad una 
medesima sostituzione in I° ne corrispondano diverse in G, supponendo 
per altro sempre soddisfatta la legge fondamentale che al prodotto di 
due g corrisponda in LV il prodotto delle corrispondenti. Diremo allora che 
il gruppo G è in corrispondenza d’isomorfismo meriedrico con TV, mentre 
nel caso speciale sopra considerato che G, Il abbiano il medesimo or- 
dine l’isomorfismo si dirà oloedrico. 
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Anche se l’isomorfismo è meriedrico si concluderà, come sopra, che 
all’identità in & corrisponde l’identità in TY. Ma riguardo ai periodi di 
due sostituzioni corrispondenti g, si potrà soltanto concludere che è 
periodo di‘; è un divisore del periodo di g. In ogni caso però a g = gÈ ig 
corrisponderà +8. 01=y7. 

Come esempii d’isomorfismo oloedrico o meriedrico, citiamo i seguenti. 
Consideriamo attorno ad un asse fisso nello spazio tutte le rotazioni di 


SEZOTE . 
ampiezza eguale a un multiplo di pn (n intero qualunque); esse for- 


mano un gruppo di rotazioni d’ordine x, che è oloedricamente isomorfo 
col gruppo ciclico generato dalle potenze della sostituzione ciclica d’or- 
dine 

SEM: i 
In secondo luogo sia S una sostituzione (operazione) di periodo composto 
m=pq ed U una sostituzione a periodo p. I due gruppi ciclici 


(FISSARE 
TCU I 


saranno posti in corrispondenza d’isomorfismo meriedrico, facendo cor- 
rispondere ad ogni potenza S” di S quella potenza U” di U che ha per 
esponente il minimo resto positivo di » (mod p). 

Riprendendo le considerazioni generali, supponiamo che G sia in cor- 
rispondenza d’ isomorfismo meriedrico con l' e all’identità in Il corri- 
spondano G le » sostituzioni 


eo 


fra le quali deve naturalmente trovarsi l'identità. Queste sostituzioni o 
formano un sottogruppo Y di (, poichè al prodotto 0; cy in G corrisponde 
in I il prodotto 1.1=1. Distribuiamo ora le sostituzioni di G rispetto 
al sottogruppo Y nel quadro 


di 
G= 


Si 
Zia ) 


essendo q l'indice di Y in G. Si vede subito che a due sostituzioni 


GRUPPI GENERALI DI OPERAZIONI dA 


identiche o diverse 9,9 di G corrispondono in T sostituzioni iden- 
tiche o diverse, secondo che 9g, 9 appartengono alla medesima o a 
diverse orizzontali del quadro '. Abbiamo dunque il risultato: Se 4 
gruppo G è in isomorfismo meriedrico con T e alla identità in l corrispon- 


dono le n sostituzioni 
(051 eD) 0 è »è0 Th 


in G, queste formano un sottogruppo di G e ad ogni altra sostituzione în 
I ne corrisponderanno n diverse în (G. 

Questo numero » dicesi il grado di meriedria. È chiaro che ad ogni 
sottogruppo , di I corrisponde in G un sottogruppo G,, il cui ordine 
è » volte quello di T,; e perciò G, ha il medesimo indice in G come 
IGF 


S. 15. — Stabilito il concetto d’isomorfismo dei gruppi, possiamo 
vedere come lo studio dei gruppi generali finiti di operazioni, quando 
sono soddisfatte le leggi fondamentali già ricordate al $. 6, si riconduca 
a quello dei gruppi di sostituzioni sopra lettere. 

Supponiamo di considerare una serie di operazioni, di qualunque 
natura esse siano, ma per le quali valgano le leggi fondamentali seguenti : 

1.° Esista una legge di composizione per la quale da due operazioni 
A, B della serie se ne deduca una terza determinata, eseguendo prima 
A poi B; questa terza operazione (prodotto delle due) si indichi con A B. 

2.° Senza valere in generale la legge permutativa dei fattori, valga 
però la legge associativa, espressa, nel caso ‘elementare, da 


(AB)C=A(BC). 


3.° Dall’identità AB = AC, o dall’altra BA= CA, segua necessa- 
riamente B= C. 
Supponiamo ora di avere un gruppo finito G di tali operazioni 


a) i ; A; AA, 


Se le moltiplichiamo tutte da una medesima parte, p. e. a destra, 
per una fissa di esse, sia A;, le m operazioni 


b) AGATA STA TA A 





i) Se 9g, g' corrispondono alla medesima 7%, al prodotto g' 97! corrisponde 
pete però g'g_-1=a;,g'=0;,g:. 
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sono tutte fra le A, A»... Am, che per ipotesi formano gruppo; inoltre, 
per la 3.* proprietà supposta, non vi sono in è) due operazioni identiche, 
onde le 8) riproducono in altro ordine le a). Riguardando A,, As... Àm 
come altrettanti oggetti (lettere), si passa dalla permutazione a) alla 5) 
con una sostituzione S; sulle m lettere A;; si avrà precisamente i 


À; Ai, na 


S= 
ALICI Aa 


Si vede subito che, se S;, Sx sono le sostituzioni corrispondenti 
alle operazioni A;, A:, e si ha A;/Ax=A,, sarà anche S;S:=5;. Le m 
sostituzioni 

SID 


che sono tutte fra loro distinte, a causa della 3.8 proprietà, formano un 
gruppo I di m sostituzioni sulle m lettere 


Ai Ap. Am, 


che è in isomorfismo oloedrico con G ed è semplicemente transitivo. 
Dunque: 

A qualunque gruppo finito G di m operazioni sì può porre în corri- 
spondenza d’isomorfismo oloedrico un gruppo TV semplicemente transitivo 
di m sostituzioni sopra m lettere. 

Siccome in I vi è certamente la identità, così anche in G vi è cer- 
tamente un’operazione À,, da indicarsi come unità, che composta con 
qualunque altra operazione di G dà l’operazione stessa. Così pure, date 
due operazioni qualunque 


Ai, Ax, 
ve ne è sempre una terza determinata A,, per la quale 
AA;=A. 


In particolare se Ax=A, è l’operazione unitaria A,, la A; si dirà 
l’inversa di A; e si indicherà con A; ecc. | 

Se consideriamo due gruppi di operazioni G, G' del medesimo ordine 
ed oloedricamente isomorfi e, prescindendo dal significato speciale delle 
operazioni nei singoli gruppi, abbiamo soltanto riguardo al modo come 
si compongono fra loro le operazioni in G e in G’ è chiaro che i due 
gruppi sono da riguardarsi come astrattamente identici. Così adunque 
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dal punto di vista astratto, ad ogni gruppo finito di operazioni possiamo 
sostituire un gruppo di sostituzioni sopra lettere. 


S. 16. — Sia G un gruppo di sostituzioni d’ordine m: 


G= (91, 92,...Im) 


e T una sostituzione qualunque sulle medesime lettere. Le m sostituzioni 
trasformate delle g per mezzo della T 


AE fd A ae ZLI DODO Nega, POI 


formano evidentemente ($. 5) un nuovo gruppo G,; questo dicesi il 
gruppo trasformato di G per mezzo di T e si scrive 


Er ARI 


I due gruppi G,G,, cangiata denominazione alle lettere, sono in 
sostanza identici. Può accadere che il gruppo G, coincida assolutamente 
con G, cioè 

deri. 
allora si dice che la sostituzione T è permutabile col gruppo G. Ciò av- 
viene in particolare se T appartiene a G ed anche se T è permutabile 
colle singole sostituzioni di G. Quando T sia permutabile con G, presa 
una qualunque sostituzione 9g; di G, avremo 


A hg gi = Ir, 
. cioè 
Gi SE Gh 
Sia G un gruppo e T un suo sottogruppo. Trasformando IT con una 
qualunque sostituzione di G, il gruppo trasformato 


bed 19 


è ancora un sottogruppo di G, che in particolare coinciderà con f stesso, 
se g è permutabile con Y. Quando avvenga che il sottogruppo T sia per- 
mutabile con tutte le sostituzioni del gruppo G, sì dice che il sottogruppo 
T è invariante od eccezionale in G. 

Noi adotteremo la prima denominazione che viene usata, in senso 
perfettamente analogo, da Lie nella teoria dei gruppi continui di tra- 
sformazioni. 
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Come esempio di sottogruppo invariante citiamo il gruppo alterno 
nel gruppo totale. Così pure, in un gruppo G di sostituzioni a due a due 
permutabili, qualunque sottogruppo è invariante. 

Un altro esempio molto importante è il seguente. Sia G un gruppo 
in isomorfismo meriedrico con un gruppo F, all'identità in I corrispon- 
dendo il sottogruppo 

Sirion) 
in G. Il sottogruppo X sarà invariante in G. E infatti, se g è una qua- 
lunque sostituzione in G, a 9g 0; 9 corrisponde in F la {. 1.=1. 

Un sottogruppo I invariante di un gruppo G dicesi invariante mas- 
simo quando non esiste in G alcun altro sottogruppo invariante A con- 
tenente F e più ampio di questo. Si osservi che un sottogruppo F in- 
variante in G sarà certamente invariante massimo se l’indice di I in G è 
un numero primo, come accade p.e. pel gruppo alterno nel gruppo totale. 

In ogni gruppo G esistono, nel senso stretto, almeno due sottogruppi 
invarianti, cioè ( stesso e l’identità. Un gruppo G che non possieda 
alcun altro sottogruppo invariante dicesi un gruppo semplice; in caso 
contrario, quando cioè & ammetta un sottogruppo puro invariante d’or- 
dine > 1, il gruppo si dirà composto. 

Da quanto sopra si è visto risulta che un gruppo semplice G non 
può esser posto con un altro gruppo I in altra relazione d’ isomorfismo 
che oloedrico. 


$. 17. — Le nozioni stabilite nel $. precedente sono d’importanza 
fondamentale per lo studio della composizione dei gruppi. Ma, prima di 
esporre le teorie che ne derivano, conviene che ci tratteniamo alquanto 
sulla formazione del così detto gruppo complementare di un gruppo G 
rispetto ad un suo sottogruppo F. | 

Sia G un gruppo d’ordine wm e T un suo sottogruppo d’ordine x, 
che supponiamo dapprima qualunque (invariante o no), e sia q l'indice 
di I in G. Diciamo equivalenti (a sinistra) due sostituzioni 9, 9g rispetto 
a IT e scriviamo 


e. 
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essendo una sostituzione del sottogruppo Y. Siccome ne segue 9= 7 9, 
vediamo che questa nozione di equivalenza è invertibile. Inoltre due 
sostituzioni g',g', equivalenti ad una terza 9, sono equivalenti fra loro. 
In simboli da 

| g="19,9=T9I 

segue 


cioè g' ="g. Potremo quindi ripartire le sostituzioni di G in classi di 
sostituzioni equivalenti rispetto a I, ponendo in una medesima classe 
tutte e sole quelle che sono equivalenti ad una medesima, quindi fra 
loro. Se ripartiamo le sostituzioni di G nel solito quadro rispetto a I 


r 
Tg 
G=\T% 


Tg, 
si vede subito che due sostituzioni di & appartengono o no alla me- 
desima classe, secondo che figurano nel quadro nella medesima orizzon- 


tale od in orizzontali diverse. Estraendo da ogni classe, ad arbitrio, una 
sostituzione, formeremo un sistema 


a) Sr, Ge, 93.0.3949; 


che si potrà dire un sistema completo di rappresentanti delle classi, in 
quanto che ogni sostituzione di G sarà equivalente ad una e ad una 
sola fra queste. 

Ora moltiplichiamo « destra tutte le q sostituzioni a) per una me- 
. desima 9 di G. Ciascuna delle g sostituzioni 


b) DI, II GI II 


troverà la propria equivalente in una ed una sola delle a). E poichè non 


può essere 
He dir== YES 


per i+%, altrimenti ne seguirebbe evidentemente gi== gx, le 0) saranno 
equivalenti, in altro ordine, alle a), diciamo p. e. rispettivamente a 


b*) I Gi Gio «0. Gia, 


38 CAPITOLO II. — S. 17 


essendo è, è ...è, una permutazione degli indici 1, 2,...9. Dalla per- 
mutazione a) delle 9g lettere 9,90 ...9, si passa alla permutazione 5*) 
mediante una sostituzione %, che diciamo corrispondente alla moltiplica- 
trice g. Ora, se alle due sostituzioni moltiplicatrici 9, 9g corrispondono 
sui simboli a) le sostituzioni 4,7, è evidente che al prodotto 9g cor- 
risponderà il prodotto 47. Quindi; L'insieme delle sostituzioni h sulle g 
classi (od orizzontali del quadro) costituisce un gruppo H, col quale & 
gruppo dato & è isomorfo, ad ogni sostituzione in G corrispondendone una 
sola în H. 

Questo gruppo H si dirà il gruppo complementare (a destra) del gruppo 
G, rispetto al sottogruppo I, e si scriverà col simbolo di quoziente 


G 
Has FP: 
È naturale ora la domanda: L’ isomorfismo del gruppo G col gruppo 
complementare H = si è oloedrico 0 meriedrico £ 


Per decidere la questione, bisogna ricercare se vi è qualche sostitu- 
zione g di G, non identica, cui corrisponda l’identica in H. Si dovrà 
avere in tal caso, per tutti i valori di è da 1 a q 

Gigh=Ii; 
cioè 
AS) ER, 
IT Ve, 
essendo * una sostituzione di I. Ora, trasformando T con tutte le so- 
stituzioni di G, si ottengono al massimo i q sottogruppi trasformati 


Pi REL 


che possono del resto tutti od in parte coincidere. La considerazione su- 
periore dimostra che alla sostituzione 9 corrisponderà nel gruppo com- 
plementare allora ed allora soltanto l'identità, quando 9 appartenga a 


tutti i sottogruppi, trasformati di YI, cioè al loro sottogruppo X comune. 


La risposta alla domanda superiore è adunque la seguente : AU? îden- 


tità nel gruppo complementare H = A corrispondono in G tutte e sole le 


sostituzioni del sottogruppo X comune a I e a tutti è suoi sottogruppi tra- 
sformati în G. L’isomorfismo sarà dunque meriedrico od oloedrico, se- 
condo che Y non si ridurrà o si ridurrà all’identità. 


va È 


ee E, 
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Quest'ultimo caso avviene necessariamente, se G è un gruppo semplice. 
Si osservi il caso particolare più importante in cui Y è sottogruppo 
invariante in G; allora ® coincide con I stesso e l'ordine del gruppo 


Ca STE. NES ROLL 
complementare gra è precisamente eguale all’indice di T in G. Si 
vede adunque che: Se I è un sottogruppo invariante di G, si può sempre 
costruire un gruppo H, il gruppo complementare H = di , col quale G è 
im isomorfismo meriedrico, all’ identità in H corrispondendo il sottogruppo 
F in G. 

Ritornando al caso generale, osserviamo che insieme al gruppo com- 


plementare a destra H È potremmo anche considerare un gruppo 


complementare a sinistra H'; però questi due gruppi, come facilmente 
si vede, possono sempre porsi in corrispondenza d’isomorfismo oloedrico 
(all’identità in ciascuno corrispondendo il medesimo sottogruppo X in G) 
e sono quindi, astrattamente considerati, identici. Nel caso particolare 
poi che sia I invariante in G, siccome due sostituzioni equivalenti a 
destra lo sono anche a sinistra e inversamente, i due gruppi comple- 
mentari H, H' assolutamente coincidono. 


S. 18. — Alla ricerca della composizione di un gruppo poniamo a 
fondamento i due seguenti teoremi. Il primo di essi si enuncia: 

A) Siano G, G due gruppi di sostituzioni sopra lettere, dei rispettivi 
ordini m,m' e fra di loro permutabili nel senso che ciascuno di essi sia 
permutabile con tutte le sostituzioni dell’altro e il loro sottogruppo comune 
T abbia l’ordine p. Combinando fra loro per moltiplicazione tutte le so- 
stituzioni di G con tutte quelle di G', sì otterranno soltanto 


mm 


RS 
sostituzioni distinte, che formeranno un gruppo H, contenente G,G' come 
‘sottogruppi invarianti, e V stesso sarà un sottogruppo invariante di H. 
Siano 
(CODA 


le sostituzioni di I, sottogruppo comune di G, G’, e posto 


MENL MEMU,; 
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(con n, n interi), si distribuiscano le sostituzioni di G, G' rispetto a I 
nei due quadri 

G = (F, Tg, Î 93 nda) 

GAD Seghe o ni 


Ora siano 9,9 due sostituzioni qualunque, l’una di G l’altra di G. 
La sostituzione 


(99) . (99) 


sì può scrivere nei due modi seguenti 


(99) (997 = (999°) . 9° 
(99) . (dA =I9(99T°9I°), 


e poichè, per le ipotesi fatte, la 9997 è in G' e l’altra gg 97 è in G, 
vediamo che la sostituzione scritta appartiene sì a G che a G' ed è 
per ciò una 7, diciamo Y;:. Dunque si ha 


1) 99 = + 99; 

in parole: Due sostituzioni Vuna di G l’altra di G' sono sempre fra loro 

permutabili a meno di una sostituzione "i del loro sottogruppo comune *). 
Ora formiamo tutti i possibili prodotti 


/ 


VACAIE, 


che sono formalmente in numero di mm. 
Ma, per valutare il numero effettivo di questi prodotti diversi, osser- 
viamo che, avendosi 
IZTI A gd= (CI ; 
sarà 
II =U9a - "9g 

e poichè, per la 1), 

Ja ZU Ia. > 
potremo scrivere 

II ="Ix:9 6 - 


1) Si noti che nella 1) si può anche porre la { moltiplicatrice a destra, can- 
giandone l’indice cioè: gg'= 9/9 . jr. 
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Si ottengono già dunque tutti i prodotti distinti gg’ nella espressione 
2) Ia 98 
facendo 
A A ARTT 
a==1,2,3...% 
Ei 


Ora queste 1 n pl sostituzioni 2) sono tutte effettivamente 
distinte, poichè da 
Ig 96 = li Ja gs 
seguirebbe 
(ig 9 I0I7 


onde queste due sostituzioni eguali, appartenendo sì a G che a G, sa- 
rebbero in I e però db=£, indi a=0, i=/. Dunque intanto i prodotti 


distinti gg sono in numero di i e dati dalla 2). Dalla 1) risulta 
Ca 


U 
ag CAR gala LIOR mm 
poi subito che essi formano un gruppo H, il cui ordine è adunque —— . 
; 4, 
\ 


Indicando con 
le=:91G: 


una qualunque sostituzione di H, si ha inoltre 


bol onag=dgg= gg 


e similmente 
heal = (Go 


per cui G, G' sono sottogruppi invarianti di H e tale sarà pure eviden- 
temente il loro sottogruppo comune I°. Così tutte le parti della propo- 
sizione A) sono dimostrate. 

Passiamo ora al secondo teorema fondamentale per la teoria della 
composizione dei gruppi, che si enuncia : 
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B) Se un gruppo V possiede due diversi sottogruppi invarianti massimi 
G, G 1), il loro sottogruppo comune X è invariante massimo sì in G che 
in G ed ha, rispetto a G, l'indice di G' în Ve, rispetto a G', Vl indice di 
Gan 

Intanto poichè G, G' sono fra loro permutabili, nel senso del teorema A), 
potremo applicare il teorema stesso e se 7, w, 1. sono i rispettivi or- 
dini di G, G, Y i prodotti 


49 


ì MO ARIE 
saranno in numero di —— distinti e formeranno un gruppo H. conte- 
UL 


nente G, G come sottogruppi invarianti e contenuto esso stesso in T 
come sottogruppo invariante, perchè, essendo x una qualunque sostitu- 
zione di T, si ha che 17 (99) = (9%) (1 91) è nuovamente un pro- 
dotto gg. 

Dall’ipotesi fatta che G, G' siano invarianti massimi in l' segue quindi 
che H coincide con T, cioè: che ogni sostituzione x di V è un prodotto gg ?). 
Dunque I° è d'ordine =" e però l’indice di G in I' è dato da cis i 

n) 
come l’indice di Y in G', e similmente gli indici di XY in G o di G in 
Bison I 

UL 

Per dimostrare completamente il teorema B) resta solo da provare 
che X, che è invariante in F stesso pel teorema A), è invariante mas- 
simo in G ed in G. Dimostriamo p. e. che è invariante massimo in G. 
Sia, se è possibile, A un sottogruppo (puro) di G, invariante in G e 
contenente È, e indichiamo con è le sostituzioni di A. 

Per la 1), essendo le è parte delle 9, si ha 


/ 


O gi gipb 


‘) Per chiarire come un gruppo I' possa contenere due diversi sottogruppi 
invarianti massimi, si consideri l’ esempio seguente. Essendo p, g, r tre nu- 
meri primi diversi, si prenda una sostituzione S a periodo p.g.r e si consideri 
il gruppo ciclico I° delle potenze di S, indi i due sottogruppi G,G' generati 
rispettivamente da Sr , Se che saranno invarianti massimi in I° d’indici p, 9g. 

2) Si osservi che la conclusione H=I' vale anche se uno soltanto dei sot- 
togruppi G, G' è invariante massimo in T, purchè naturalmente non contenga 
l’altro come sottogruppo. 
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indicando 5; una sostituzione di X, onde segue 


'1 0; 9) Ò cs] SL Ò e da 


g°dg=g 


Dunque A è permutabile con tutte le 9, come evidentemente G' è 
permutabile con tutte le è e poichè A è permutabile anche colle 9g, sarà 
invariante in I stesso. 


Se indichiamo dunque con Xp l'ordine di À, ove % sarà un di- 
visore di mi ed applichiamo il teorema A) stesso, osservando che 


il sottogruppo comune a G, A è ancora Y, vediamo che i prodotti 


U 


dg, 


AUS 


U 
. . ( mM 
in numero di — — =%m, formerebbero un gruppo A contenente G' e 
LU 


che sarebbe invariante in I°, poichè 
Cee AI 


è nuovamente un prodotto è g. Per l’ipotesi che G' sia invariante mas- 
simo in I, dovrà dunque A coincidere con T, quindi A con G 1). 


S. 19. — Sia G un gruppo, G, un sottogruppo invariante massimo 
di G, indi G, un sottogruppo invariante massimo di G,, medesimamente 
Gz un sottogruppo invariante massimo in G, e così via, finchè si arrivi 
alla identità. La serie di gruppi 


3) Gis (EN COLOORAE CRRMICRTAA IO 


così formata (a cominciare dal gruppo dato G) che ciascun gruppo della 
serie sia invariante massimo nel precedente, dicesi una serie di compo- 
sizione del gruppo G. Diciamo subito che in generale, per un dato 
gruppo, si possono formare in molti modi serie diverse di composizione. 
. Se indichiamo poi con 


mM, Mi, Ma, Mg. Mya 1 


1) Si vede che per concludere che Y è invariante massimo in: G basta che 
G'lo sia in T (e non contenga G). 
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i successivi ordini dei gruppi della serie 3), i quozienti interi 


m My 
Oqo —-— E Re IERI = M 


1 
Mm, Ma pod 


che sono gli indici di ciascun gruppo nel precedente, diconsi i fattori di 
composizione del gruppo. Evidentemente si ha 


MS Ca cai 


cioè l’ordine del gruppo è il prodotto dei suoi fattori di composizione. 
JORDAN ha riconosciuto in effetto che questi numeri dipendono unica- 
mente dalla struttura del gruppo e non dalla speciale serie di compo- 
sizione, dimostrando l'importante teorema: 

In due diverse serie di composizione di un medesimo gruppo è fattori 
di composizione, prescindendo dall’ ordine, sono è medesimi. 

Dimostreremo il teorema ammettendo che sia vero per tutti i gruppi 
d’ordine < m e dimostrando che sarà vero anche pei gruppi d’ordine w. 
Siccome pei primi ordini wm =2, 3, 4 !) il teorema si verifica immedia- 
tamente, così sussisterà in generale. 


1) Per m= 2,3, come in generale per m primo qualunque, un gruppo 
d’ordine m è necessariamente un gruppo ciclico generato da una sostituzione 
(operazione) a periodo m e non ha altri sottogruppi che l’ identità e però l’unica 
serie di composizione G, 1. 

Per m=4 il gruppo può essere ciclico o no. 

Se è ciclico, si ha 

Gi=(L'6Stoaneot-t 
e l’unico sottogruppo (oltre l'identità) è 
Tir AO) 


e si ha ancora un’ unica serie di composizione. 
Se il G, non è ciclico, le sue tre operazioni non identiche s,, s3, s3 sono @ 
periodo 2 e si ha 
Sj Sg == 898183, S1 83 8351 82) S0$3=83 $$) 
Allora 
G,= (1, 81; 52) 83) 
ammette i tre diversi sottogruppi invarianti 
N è I ù I° 
G,=(1,5), Go=(1, 5), G=(1,83), 
quindi tre diverse serie di composizione, nelle quali però i fattori di composi- 
zione sono sempre 2, 2. Il gruppo I°, isomorfo a G, di sostituzioni su 4 lettere 
($.15) è il gruppo 
Ii ( 1, (ab)(cd), (ac) (bd), (ad) (be) ) 
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Supponiamo ora che sia 
4) È EE SCIE CO 


una nuova serie di composizione di G e siano 


' 


Li } } 
APRA TICO CORNA 


i fattori rispettivi di composizione. Essendo G,, G' invarianti massimi 
in G, se indichiamo con Y il loro sottogruppo comune e con 


Da SR 


una serie di composizione di SY, le due nuove serie 


3%) G, OT N Vai 
4°) G, G., DI, Dr Dan) 


saranno, pel teorema fondamentale B), serie di composizione di G e, pel 
teorema stesso, i due primi fattori di composizione in 3*) saranno 


I 
€, C1,) 


invece in 4*) 
VEDA 


Ma, poichè da Y in poi le 3*) 4*) coincidono, è evidente che: le due 
serie di composizione 3*) 4%) hanno è medesimi fattori di composizione. 
D'altronde se confrontiamo 3) con 3*): 


3) G, G,, G., Gy...1 
3%) RACE SANI DI 


vediamo che esse hanno i primi due gruppi comuni e, siccome G, ha 
un ordine < m, per le ipotesi fatte, i medesimi fattori di composizione. 
Lo stesso vale per le serie 4) 4*), onde segue appunto che 3) 4) 
hanno i medesimi fattori di composizione c. d. d. 
Come corollario del teorema di J ORDAN, Si osservi che in due diverse 
serie di composizione di un medesimo gruppo, il numero dei gruppi nelle 
due serie è lo stesso. 


$. 20. — Siano G,I due gruppi oloedricamente isomorfi. Ad ogni 
sottogruppo I, di I° corrisponde un sottogruppo G, del medesimo ordine 
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in G e viceversa; se T, è invariante in T, G, sarà invariante in G ed 
è pur chiaro che se F, è invariante massimo in F, tale sarà pure G, in G. 


Se dunque 
JIERE RENI ESERAZAI 


è una serie di composizione di F e 
CRE 


sono i corrispondenti gruppi in G, questi formeranno una serie di com- 
posizione di G. Dunque: Due gruppi oloedricamente isomorfi hanno è 
medesimi fattori di composizione. 

Supponiamo ora invece che G sia in isomorfismo meriedrico di grado 
con F e sia 


D=(0108... 0n) 


il sottogruppo (invariante) di G che corrisponde all’identità in T. Ri- 
prendendo le considerazioni del $. 14 e distribuendo le sostituzioni di 
(G rispetto a Y nel quadro 


n 
Dia, 


vediamo che ad un sottogruppo I, invariante in F corrisponderà in G 
un sottogruppo G, d’eguale indice, invariante in G. Di più se Y, è in- 
variante massimo in I, tale sarà anche G, in G, poichè un sottogruppo Gr, 
di G contenente G, consta necessariamente di un certo numero di oriz- 
zontali del quadro e, se G, fosse invariante in G, il sottogruppo corri- 
spondente F, di IT conterrebbe T, e sarebbe invariante in 1. 
Ciò premesso, se indichiamo con 
[oboe ron) 
una serie di composizione di I, e con 


OSO O RA n) 


indichiamo i corrispondenti sottogruppi in G e completiamo quest’ ultima 





SI, ‘a - Al 
“ pen) 
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serie con una serie di composizione di Y, avremo una serie di compo- 


sizione di (x: 
COSSANO 


Concludiamo dunque: 

Se il gruppo G è in isomorfismo meriedrico con T e all'identità in T cor- 
risponde il sottogruppo X in G, è fattori di composizione di G risultano 
assoctando a quelli di V tutti quelli di Y. 


S. 21. — Un complemento essenziale al teorema di JORDAN è stato 
arrecato da HòLDER ‘), come ora brevemente esponiamo. 

Sia 
3) ERRE O ALE RI 


una serie di composizione del gruppo G, e si considerino i gruppi com- 
plementari 
Pe SS lege 
1 G, ’ 2 G, 
di ciascun gruppo della serie rispetto al successivo. Essendo G, inva- 
riante massimo in G, il gruppo H, è un gruppo semplice ?) d’ordine 
eguale al primo fattore di composizione di G nella serie 3); analoga- 
mente dicasi pei successivi gruppi 


Hosdoice 


Chiameremo con HòLpER H,, Hi, H3...1i gruppi fattoriali nella serie 
di composizione 3). Introdotta la nozione di gruppi fattoriali, il teorema 
di JORDAN si può enunciare così: Io due diverse serie di composizione del 
medesimo gruppo gli ordini dei gruppì fattoriali corrispondenti sono è me= 
desimi. 

Ora HoLpER ha osservato che non soltanto gli ordini dei gruppi fat= 
toriali, ma i gruppi fattoriali stessi non fanno che permutarsi fra loro 


i) Mathem. Annalen, Bd. 34. 

2) Si ricordi che G è isomorfo con H,, all’ identità in H, corrispondendo G, 
in G.Se H, ammettesse un sottogruppo invariante, il corrispondente in G sarebbe 
pure invariante e conterrebbe G, . 
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al cangiare della serie di composizione, cioè: Se sì considerano è gruppi 
fattoriali 
H 1 H Q e 00 H, 
Hedesoi H, 
di due diverse serie di composizione di un gruppo, ciascuno dei gruppi H 


' 


è oloedricamente isomorfo ad uno dei gruppi H. 
Per dimostrare questo terema di HòLpeER basta riprendere il teorema 
fondamentale B) del $. 18 e completarlo come segue: 
B*) Se un gruppo F_ possiede due diversi sottogruppi invarianti mas- 
simi G, G, il cui sottogruppo comune sia È, nelle due serie di compost- 
zione 


1 GIgNa 


Jos 


saranno identici (oloedricamente isomorfi) è due gruppi fattoriali 


come pure gli altri due 


E infatti, se 0,, 03...0, SOno le sostituzioni di Y, distribuendo le so- 


op 
stituzioni di G, G' rispetto a Y si avrà ($. 18): 


Gr A De, Ds, Dn) 
G=(X, De Dda LI) 
e, poichè ogni sostituzione di I è un prodotto 
0a Jigi; 
distribuendo le sostituzione di I rispetto a G o a G' si avrà 


E=(Ge 409 60) 
REZZA ERRE AI SO 
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Così le n sostituzioni 
Y= 1,92,930::In 


formeranno un sistema completo di rappresentanti sia di G rispetto a ©, 
sia di I rispetto a G. Inoltre se il prodotto 9g; gi è equivalente a % 
rispetto a X, lo sarà anche rispetto a G' ed inversamente, e però i due 


I 3 oa Gran LE 
gruppi > gr Sono oloedricamente isomorfi; lo stesso dicasi di x: 


Dimostrato il teorema B*), se ne deduce evidentemente il teorema 
di HOLDER, nello stesso modo come al $. 19 abbiamo dedotto il teorema 
di JORDAN dal teorema B) $. 18. 


S. 22. — Ritornando al modo di formazione di una serie di composi- 
zione per un gruppo dato G, osserviamo che: Se G, è un sottogruppo 


invariante di G, esisterà sempre una serie di composizione di G che 
conterrà fra i suoù gruppi G, . 


Sia infatti G, un sottogruppo invariante massimo di G contenente G,, 
indi G, un sottogruppo invariante massimo di G,, contenente ancora G,, 


e così via finchè si arriva a G, stesso. La serie 
G. Gi Zi: 


sarà il principio di una serie di composizione di G, che si potrà com- 
pletare con una serie di composizione di G, 1). 


In una serie di composizione di G avverrà, in generale, che un 
gruppo intermedio sarà bensì invariante nel precedente, ma non in G. 
Però possiamo anche formare una serie 
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i) Evidentemente si potrebbe procedere anche così: 
) G I FIDARE 
Si costruisca il gruppo complementare ren =H, col quale G, è in isomor- 


fismo meriedrico, all’ identità in H corrispondendo Gv in G, e sia 
bedraboat 


una serie di composizione di H. I gruppi corrispondenti G, G,, G,...Gv formano 
i primi termini da G a Gy della serie di composizione domandata. 
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così costituita che ciascun gruppo sia sottogruppo del precedente ed 
invariante in G, ma non si possa fra due gruppi intermedii, p. e. I, K, 
inserire un sottogruppo di I invariante in G e contenente K. 

Una tale serie (5) dicesi una serie principale di composizione di G. 
È chiaro come da una serie principale (5) possa formarsi un’ordinaria 
serie di composizione 


(6) GU H; Hp FS LI IO0 DO A 


uo 
inserendo fra due gruppi consecutivi una serie di composizione del primo 
gruppo, che contenga il secondo. Ora sussiste il teorema: 
Se fra due gruppi consecutivi della serie principale (5), p. e. H, I, sono 
inseriti è gruppi 
HigSHeeeSio 


per formare la serie ordinaria di composizione (6), è fattori di composi- 
zione da H fino a I sono tutti fra loro eguali. 

Per dimostrarlo basterà, pel teorema di JoRDAN, dedurre da (5) una 
serie di composizione come (6), nella quale la detta circostanza si 
verifichi. 

Ora osserviamo che, essendo H, invariante in H ma non in G, se 
trasformiamo H, con tutte le sostituzioni di G, otterremo un certo nu- 
mero di gruppi distinti 


(7) Hi, Hi Hi Hog 


i quali tutti saranno, come H,, sottogruppi invarianti massimi in H e 
conterranno I, perchè I è trasformato in se stesso da tutte le sostitu- 
zioni di G. Inoltre i gruppi (7) non avranno alcun’ altra sostituzione 
comune all’infuori di quelle di I, poichè, trasformati simultaneamente 
con una sostituzione di G, essi non fanno che permutarsi fra loro e 
quindi il loro sottogruppo comune A, che contiene I, è invariante in G e 
contenuto in H e però coincide con I. 

Prendiamo due dei gruppi (7) p. e. H,, H', e sia H; il loro sotto- 
gruppo comune; potremo cominciare la serie di composizione da H a I con 


(8) HH Host 
o con 


(9) Hi HS 





SERIE PRINCIPALE DI COMPOSIZIONE DI 


e il teorema fondamentale B) $. 18 dimostra che i due primi fattori di 
composizione nelle (8) (9) sono eguali fra loro, talchè se H; coincidesse 
con I il teorema sarebbe già verificato. Se H. non coincide con I, pren- 
diamo fra i gruppi (7) un terzo gruppo H", che non contenga H; e sia 
H; il sottogruppo comune di H, H', H", o, ciò che è lo stesso di H., H", 
e così continuiamo finchè si arriva a I, che è il massimo sottogruppo 
comune dei gruppi (7). 

Dobbiamo dimostrare che ciascun gruppo H, nella serie (8) così co- 
stituita è invariante massimo nel precedente H,_, e il fattore di compo- 
sizione è sempre il medesimo. Per ciò basterà far vedere che, supposta 
la cosa vera per » gruppi, è vera anche per y+1. Ora essendo H, il 
sottogruppo comune ai gruppi 

EEedresosHi Hei 
od anche ai due gruppi 
Hoepli. 


ed _H,,, il gruppo comune a 
HrEreserRhe Ho: 
ovvero ai due gruppi 
) 
H; : Esa 
indichiamo poi con K, il sottogruppo comune a 


HRHResSH: Ss H{0o 
ovvero a 
HS His, 
Sarà K, un sottogruppo puro di H,_;, chè, se coincidesse con H,_,, se 
cioè H contenesse H,_, e quindi, a più forte ragione, H,, anche H,..; 
coinciderebbe con H,. Allora, per le ipotesi fatte, nelle due serie di 


r+1 termini 
Hei HsssstH* SH 


HH,H....H,_;K, 


x 


‘ciascun gruppo è sottogruppo invariante massimo nel precedente, con 
fattore di composizione sempre lo stesso. Ma, essendo H,4, il sottogruppo 
comune a H,, K,, il teorema B) $. 18 dimostra che la proprietà sussiste 
anche per la serie prolungata fino ad H,,, 


HeSH ada, 
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ciò che dimostra completamente il teorema. Se riprendessimo poi le 


considerazioni che nel $. 21 ci hanno condotto al teorema di HOLDER; 
facilmente potremmo completare il teorema dimostrato, provando che i. 


gruppi fattoriali intermedii 


MAIA 
aa 


non soltanto hanno ordini (fattori di composizione) eguali, ma sono tutti 
oloedricamente isomorfi. 
In fine osserviamo che, se in una serie principale di composizione 


reti lisi 


sì chiamano fattorî principali di composizione gli indici di ciascun gruppo 
nel precedente, ne segue, applicando il solito teorema B) $. 18, che. in 
due serie principali diverse si presentano, salvo l’ordine, i medesimi 
fattori principali. 


S. 23. — Quando è dato un gruppo, una delle più importanti ricerche 
da farsi è quella di esaminarne la composizione. Risolviamo qui una 
tale questione per il gruppo totale di 7 (x) sostituzioni sopra » lettere; 
sì vedrà poi, nella seconda parte, quale importanza fondamentale ha il 
problema così risoluto per le questioni che concernono la risolubilità al- 


gebrica- delle equazioni. 


Abbiamo già osservato che il gruppo totale G_ contiene, come 


sottogruppo invariante, il gruppo alterno I'm; ora dimostriamo: 
a. 


Eccettuato il caso n=4, non esiste nel gruppo totale alcun altro sot- 
togruppo invariante all’ infuori del gruppo alterno. 

Sì supponga T' sottogruppo invariante nel gruppo totale G, e T non 
coincida col gruppo alterno. Essendo I° permutabile con qualunque s0- 
stituzione sulle » lettere, se contiene una sostituzione ‘ conterrà anche 
tutte le sue simili, e però ($. 8) nessuna sostituzione di I° potrà, decom- 
posta in cicli, constare di un solo ciclo. Ora scegliamo fra le sostituzioni 


di Y una sostituzione S non identica, che sposti il minor numero pos- 


sibile di lettere e sia, decomposta in cicli: 


AA VARO 


SOTTOGRUPPI INVARIANTI DEL GRUPPO TOTALE DI 


dove, per quanto precede, il numero dei cicli sarà almeno 2. In I° esi- 
sterà anche la sostituzione simile 


SRI DARLA e aa 
quindi 
Ss lab...) 
Questa, se non fosse (ad...) =1, senza essere l'identità, sposterebbe 
meno elementi di S contro l’ipotesi. Dunque intanto tutti i cicli di 
S sono del 2.° ordine, cioè 


AVIO 
Ma il numero di questi cicli non può superare 2; perchè, se fosse 


S= (ad) (cd) (ef)..., 
avremmo in l anche 
‘Di==(@e) (bd) (ef)... 


e però anche 
SS = (ad) (6 c) 


che sposta meno elementi di S. In conseguenza S ha necessariamente 


la forma 
S= (40) (cd) 


e sì trovano in l' tutti i prodotti di due trasposizioni con lettere di- 
verse. Ora, se 2 > 4, vi sarà almeno una 5.* lettera e, quindi .avremo 
in I anche 

S=(a0) (cd) 
e il prodotto SS, = (ade), che sposta meno elementi di S. Così per n > 4 
il teorema è dimostrato e, siccome per n = 2, 3 è di immediata evidenza, 
è completamente dimostrato quanto è asserito. 

Osserviamo poi che, nel caso n= 4, le considerazioni superiori dimo- 
strano che un sottogruppo invariante del gruppo totale G,,, non coin- 
cidente col gruppo alterno, ha soltanto sostituzioni che spostano (l’ iden- 
| tità esclusa) tutte quattro le lettere e sono tutti i possibili prodotti di 
due trasposizioni 

Si= (ad) (cd) 
S=d 0A 
S= (ad) bce). 
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Queste, insieme coll’identità, formano effettivamente un sottogruppo 
invariante del 4.° ordine. Dunque: Nel caso n=4 è gruppo totale Gy 
ammette due soli sottogruppi invarianti e cioè il gruppo alterno Vi, ed è 
sottogruppo del 4.° ordine 


H=(1, (0) (cd), (2) 0A), (ad) MI) 


$. 24. — Resta ora che ricerchiamo la composizione del gruppo al- 
terno; la questione è risoluta dall’importante teorema: 

Eccettuato il caso n=4, i gruppo alterno è semplice. 

Supposto che il gruppo alterno sia composto, siano 


Gr (n) 3 T o) Hn 


dT(M) 
rispettivamente il gruppo totale, il gruppo alterno ed un sottogruppo 
invariante massimo d’ordine m nel gruppo alterno. 

Poichè H è invariante in I, ma non in G, trasformando H con una 
sostituzione dispari # sì avrà un nuovo gruppo 


Heidi 


che sarà anch’esso invariante massimo in DT = T#. 
Trasformando i due gruppi H, H, con una sostituzione qualsiasi g 
di G, i gruppi 
g°Hg, g° Hg 
saranno H e H, stessi se g è pari, ed invece H,, H se 9g è impari. 


Indichiamo con £ il sottogruppo comune ad H, H,; questo, pel teo- 
rema B) $. 18, sarà invariante in I° ed avrà un ordine 


mi 


a z(n) i 





us 


Ora si osservi che X sarebbe invariante non solo in I° ma anche 
in G, poichè 
ZIONI 
G° DI 


è sottogruppo comune di 


grado os9 Hrgs 
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cioè di H, H,. Pel teorema al $S. precedente, sarà dunque w=1; si 
avrà cioè 
(10) I IGUC ARI E 7 ( 


L'ipotesi che il gruppo alterno non sia semplice ci porterebbe dunque 


a concludere che 7° (n) dovrebbe essere un quadrato perfetto, ciò che, 


stando ad un teorema sulla frequenza dei numeri primi !), è un risul- 
tato assurdo. - 

Ma, senza ricorrere a questo teorema, si potrà proseguire la dimo- 
strazione nel modo seguente. Certamente per i primi valori di n > 4 


Met 0 


il gruppo alterno è semplice, i numeri 
TESA dr = 360 
2 wr) Tao a 


non essendo quadrati. Basterà dunque provare che il teorema è vero 
per n > 6 se lo è per n--1. Ora il sottogruppo H supposto è certa- 
mente transitivo sulle n lettere; poichè, se prendiamo una sostituzione % 


di H e la decomponiamo in cicli 
PZA GLORIA Re 


prese due lettere qualunque «,f il gruppo alterno IT, che è n-2D>4 
volte transitivo, contiene certamente una sostituzione 


n ( OTO, 
PRIA GE 1,002 ) i 
che porta le lettere ad in af; quindi in H, che è invariante in T, avremo 


la sostituzione 
REAGIRE 


che porta a inf, onde H è transitivo. 


1) Il teorema cui qui si allude è il seguente : 
Se r è intero, fra r e 2r — 2 évwvi almeno un numero primo. 


1 e n+2 ; 
L’assurdo proviene allora da ciò che, preso r= [E°] , un numero primo 


fra r e 2r—2 entrerebbe solo alla prima potenza in Si 
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Ciò posto, prendiamo una lettera ad arbitrio fra le n p. e. x, e con- 
sideriamo i sottogruppi T,, H, di T, H che lasciano fissa «,; il primo 
. è il gruppo alterno sulle n—1 lettere 


La è Hg + 6 Cn 


e il secondo H, essendo invariante in Il’, si riduce, per ipotesi, all’ iden- 
tità. Dunque H, che è transitivo, ha soltanto la sostituzione identica che 
lascia ferma x, e perciò, secondo il teorema al $. 10, il suo ordine m è = x. 
Allora la (10) diventa 


cIOè 
Si bis 01), 
risultato evidentemente assurdo, perchè x e n— 1 sono primi fra loro. 
Come risultato finale della nostra ricerca, abbiamo che il gruppo 
totale per n > 4 ha un’ unica serie di composizione che consta del gruppo 
totale, del gruppo alterno e della identità, coi fattori di composizione 


2a 7 T (n). 


Lo stesso vale evidentemente per n= 2,3. Pel caso n=4 i primi 
tre gruppi nella serie di composizione sono necessariamente 


Gi, Ta, H= (1, (20) (Cd), A) Md, (ad) bo). 


Con uno dei tre sottogruppi di 2.° ordine di H, completiamo la serie 
di composizione che ha i fattori 2, 3, 2, 2. 


$.25 — Uno dei più importanti teoremi della teoria generale dei 
gruppi è il teorema di Sylow, di cui ci andiamo ora ad occupare, teo- 
rema del quale CaucHy aveva fatto conoscere alcuni casi particolari. 

L'ordine di ogni sottogruppo è sempre, come sappiamo, un divisore 
dell'ordine del gruppo. In generale però, preso ad arbitrio un divisore 
dell'ordine del gruppo, non sempre esistono sottogruppi dell’ordine cor- 
rispondente; ma ciò accade certamente, secondo il primo teorema di SISN 
quando Questo divisore è la potenza di un numero primo. 
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Sussiste cioè il teorema: Se l'ordine m di un gruppo G è divisibile 
per la potenza p* di un numero primo p, esiste in G qualche sottogruppo 
d'ordine p* 1). 

Ammetteremo già dimostrato che ogni gruppo il cui ordine sia di- 
visibile per p*—* ammetta sottogruppi d’ordine p* e proveremo che 
allora esisterà in G qualche sottogruppo d’ordine p*. Siccome in ogni 
gruppo esiste certamente l’identità, ne seguirà che G ammette sotto- 
gruppi dei varii ordini 


DDA pie 


Consideriamo quelle sostituzioni di G che sono permutabili con ogni 
altra sostituzione di G, fra le quali avremo almeno l’identità ; siano 


(AU 


queste sostituzioni. Esse formano evidentemente in G un sottogruppo È, 
che si dirà il sottogruppo commutativo di G. 

Ora diciamo affini due sostituzioni a, d in un gruppo G quando esiste 
nel gruppo qualche sostituzione 9 che trasforma @ in d: 


b=qgoaga 


con che sarà anche 
a=gbg° 


cioè a trasformata di 6 per mezzo della g7. Si vede subito che due 
sostituzioni affini ad una terza sono affini fra loro; in simboli da 


eca=g ag, e=gy bg 
segue 
=99 bdgyg = (19) d(19). 


Ne segue che possiamo ripartire le sostituzioni di G in classi di so- 
stituzioni affini, ponendo nella medesima classe tutte quelle che sono 
affini ad una stessa, indi fra loro. Se da ogni classe si estrae, ad: ar- 
bitrio, una sostituzione si formerà un sistema completo di sostituzioni non 
affini, nel senso che ogni altra sostituzione di G sarà affine ad una e 
ad una sola fra queste. Ciascuna sostituzione o del gruppo commutativo 


1) La dimostrazione data nel testo è quella di FroBENIUS (Crelle’ s Journal 
Bd. 100). 
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forma per sè sola una classe; ma ciò non avviene per alcun’altra so- 
stituzione del gruppo. Ciò posto sia 


(A) 01, 92... On, Gn G2re è è GY 


un sistema completo di sostituzioni non affini di G e indichiamo rispet- 
tivamente con 
dr, Da 0 + 


il numero delle sostituzioni nelle rispettive classi di 


Gir Ga 0 ++ 3 
avremo evidentemente 


(11) m=nt+hD+a+-.. +. 


Valutiamo ora in modo preciso i numeri g, ciascuno dei quali, per 
quanto sopra è detto, è certamente ‘> 1. Prendasi ad esempio la so- 
stituzione g;. Quelle sostituzioni di G che trasformano g; in sè mede- 
sima (che sono permutabili con gi) formano in G un sottogruppo G; il cui 
ordine indichiamo con w;; questo gruppo G, contiene evidentemente il 
sottogruppo commutativo X ed è contenuto come puro sottogruppo in G, 


cioè mi <% m. E facile provare che si avrà allora precisamente 


Mm 
Mi i 





Se distribuiamo infatti le sostituzioni del gruppo G rispetto a quelle 
di G, nel quadro 


Gi È m9 


Mm, 
LU 


vediamo subito che due sostituzioni di G trasformano g; nella medesima 
sostituzione se si trovano nella medesima orizzontale e invece in sosti- 
zioni diverse se appartengono a differenti orizzontali. Dunque il numero g; 


delle sostituzioni affini a 9g; eguaglia il numero delle orizzontali, cioè Mb 


i 
Dopo ciò la (11) si scrive 


(12) Mm Mm mM 
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e da questa relazione possiamo ora dedurre il teorema di SyLow. Per 
ciò faremo vedere che l’ipotesi che G non contenga alcun sottogruppo 
d'ordine p conduce ad un risultato assurdo. 

Distinguiamo due casi, secondo che l’ordine » del sottogruppo com- 
mutativo è divisibile, o non divisibile per p. 

1.° caso: n divisibile per p. Allora cominciamo dal dimostrare che vi 
è In Y qualche sostituzione a periodo p. Indicando con 


Bi= 1, Ba, Bs... Bn 
i rispettivi periodi di 
1, 02, 93... In 


si costruiscano i seguenti f, B:83...f, prodotti: 


(13) 07! 05? 093,,,0% 


n_9I 


gli esponenti e; percorrendo sistemi completi di resti rispetto ai mo- 
duli B; p. e. 
FERA DA Ra 
cd, = 0,1,2...8-1 
An > (873 AL ESROA € Pratt 17 
I prodotti (13) danno tutte e sole le n sostituzioni 6; ma ciascuna 5 
si trova ripetuta in (13) il medesimo numero q di volte, quante volte 
cioè riesce 


(0) 


Gg 


A Un 
1 2 4 = 
Ostuss0. Li 


come subito si vede per la permutabilità due a due delle o. Si avrà 
quindi 

Bife.. Bh =q% 
e, siccome » è divisibile pel numero primo p, una almeno delle f, po- 
niamo f;, sarà divisibile per p. La sostituzione di 


Bi 


Go 0;? 


sarà quindi precisamente a periodo p, come si voleva. Consideriamo al- 
lora il gruppo ciclico d’ordine p 


lite oto 08) 
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che è sottogruppo invariante in G e costruiamo il gruppo complementare 


G 
H=-x, 


che sarà d’ordine = a il gruppo G sarà in isomorfismo meriedrico di 


grado p con H. 
Ora l'ordine > di H essendo divisibile per pe avremo, per ipo- 


tesi, in H almeno un sottogruppo d’ordine pe e a questo corrisponderà 
in G un sottogruppo d’ordine p“, contro la nostra ipotesi. 

Resta da considerarsi il 2.° caso: n non divisibile per p. Allora, per 
la (12), uno almeno dei numeri n non deve contenere il fattore p. 


In tal caso il corrispondente ordine m; < m di G; è evidentemente divisi- 
bile esso stesso per p% . Dunque: Se G non contiene alcun sottogruppo 
d'ordine pe , esiste in G almeno un sottogruppo (puro) Gi, él cuò ordine 
Mi<m è divisibile ancora per p@ . 

Nella nostra ipotesi non potrà nemmeno G; contenere un sottogruppo 
d’ordine p% , onde pel risultato sopra ottenuto esisterà un divisore puro 
mi; di m; divisibile per p«. Avremmo dunque una serie infinita decre- 
scente di divisori Rie: 

Mi, Mi, Mise, 
di m tutti divisibili per p% , ciò che è assurdo. 

Dal teorema di SyLow così dimostrato seguono come corollarii i tre 
teoremi seguenti di CAUCHY: 

1.° Se pe è la più alta potenza del numero primo p che divide n (n) *), 
si può formare un gruppo d'ordine p% su n lettere. Tale gruppo contiene 
sottogruppi degli ordini 

VINO IL AT O 


2.° Se l’ordine di un gruppo è divisibile pel numero p, esiste nel 
gruppo qualche sostituzione a periodo p. 





1) È noto che questo esponente « è dato da 


SONDARE 


quando » sia compreso fra p” e p"+! (DiricHLET, Teoria dei numeri). 
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Infatti esiste in G qualche sottogruppo T d’ordine p ed ogni sosti- 
tuzione (non identica) di I è a periodo p. 


$. 26. — Un secondo teorema, egualmente dovuto a SyLow, riguarda 
il caso in cui pe sia la più alta potenza del numero primo p che divide 
l’ordine m del gruppo G. SyLow ha dimostrato allora che tutti i sotto- 
gruppi d'ordine pe in G sono trasformati l’uno dell’altro per mezzo di 
sostituzioni di G e il loro numero q è sempre della forma 


qerp+t 1. 

È questo un risultato della massima importanza per la teoria gene- 
rale dei gruppi; procederemo alla dimostrazione con considerazioni ana- 
loghe a quelle che ci hanno servito pel primo teorema. Esiste intanto 
certamente in G qualche sottogruppo d'ordine p% ; uno di essi sia H, 
Se trasformiamo H, con tutte le sostituzioni di G, otterremo un certo 
numero q di sottogruppi di G 

Hr oHn sto; 


tutti d’ordine pe , trasformati di H, e quindi l’ uno dell’altro. Per valu- 
tare questo numero g, consideriamo quelle sostituzioni di G che trasfor- 
mano H, in sè medesimo ; queste formano un sottogruppo I di G, con- 
tenente H, come sottogruppo invariante. 

Poniamo per l’ordine m di G 


m= k pe, 
ove % non sarà più divisibile per p, e sia 
m' = Ò pe 
l’ordine di YF, ove è è un divisore di %. 
Se indichiamo con r=* rindico di I in Ge distribuiamo le so- 
stituzioni di G, rispetto a I, nel quadro 


T 
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vediamo subito che due sostituzioni di G, appartenenti alla medesima 
orizzontale, trasformano H, nel medesimo gruppo e due di orizzontale 
diversa in gruppi diversi. Per ciò il numero g dei sottogruppi trasformati 


di H, è eguale al numero delle orizzontali, cioè 9g = 3 e si ha 


(14) Hi=g:*Hi%:, Hi=g5:H9,.c- Hi 9,600 


Ciò premesso, enunciamo il secondo teorema di SyLow precisamente 
così: 
Se p% è la più alta potenza del numero primo p che divide l’ordine 
m di un gruppo G, tutti è sottogruppi d'ordine p* in G sono trasformati 
luno dell'altro per sostituzioni di G. 11 loro numero q eguaglia l indice 
in G del massimo sottogruppo di G, contenente uno dei detti sottogruppi 
come sottogruppo invariante, e si ha 


q==1(mod p). 


Per dimostrare questo teorema cominciamo dall’osservare che  mnes- 
suna sostituzione di I°, che non sia in Hi, può avere per periodo una po- 


tenza di p. E infatti il gruppo complementare dh d’ordine = è, non divi- 
l 
sibile per p, non può contenere alcuna sostituzione di periodo divisi- 


bile per p. Ora F è in isomorfismo meriedrico d’ordine pz con , all’i- 
1 


dentità in -- corrispondendo H, in T, e se una sostituzione | di T fuori 
l 
di H, avesse per periodo una potenza di p, la corrispondente in + non 
l 
sarebbe l’identità ed avrebbe per periodo essa stessa una potenza di 
p. ($. 14). Ora introduciamo la definizione seguente: Essendo H, H' due 
gruppi del medesimo ordine e K un gruppo qualsiasi, diciamo i due 
gruppi H, H' affini rispetto a K se esiste in K qualche sostituzione % 
che trasformi H in H': 
His bk 


ed allora la 77 trasformerà inversamente H' in H. È manifesto che due 
gruppi affini ad un terzo rispetto a K sono anche affini fra loro. Ciò 
premesso, prendiamo i qg gruppi 


H,, Hs; Ho ° Elo 


dio si 
e È = 
ie 7 n VIE. : su SONE I ET 7 TT 
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e distribuiamoli in classi dì gruppi affini rispetto ad uno di essi p. e. H;. 
È chiaro che H, formerà per sè solo una classe; ma ciò non avverrà 
di alcun altro del seguenti. E infatti se, per qualunque sostituzione 
di H,, si avesse p. e. 
lr Hshn=Hse 


ne risulterebbe per la (14) 


h gr Higgh= 9 Hi %., 
cioè 
(92 h 9) Hi (gh gx) = Hi 
e quindi la 9.4 9, trasformando H, in sè medesimo, apparterrebbe a F 
ed, avendo per periodo una potenza di p, ad H, stesso. Ciò dovrebbe 
valere per qualunque sostituzione % di H, e 9g» sarebbe quindi in Y;, ciò 
che non è. 
Ora vediamo che in ciascuna delle dette classi (la prima (H,;) esclusa) 
vi è un numero di gruppi H eguale ad una potenza di p. Prendiamo 
invero H; (è > 1) e cerchiamo quanti sono 1 gruppi della sua classe. 
Sia H' il sottogruppo di H, le cui sostituzioni trasformano H; in sè 
medesimo. Distribuendo le sostituzioni di H, rispetto al sottogruppo H', 
vediamo, col solito processo, che nella classe di H; vi sono precisamente 
tanti gruppi quante unità sono nell’indice di H', in H;; ora quest’indice 
è appunto una potenza p° di p con esponente a > 0. Il numero totale 
q dei gruppi H; sarà dunque della forma 


ni e Ab Ola n Ola CODE 


con esponenti a, d, c... tutti positivi, il che dimostra intanto la con- 
gruenza 
q= (mod p). 
Resta solo da dimostrare che nessun altro sottogruppo d'ordine p am- 


mette G all’infuori di 
HHetes Ho 


Anzi dimostreremo più in generale: Qualunque sottogruppo K di G, 
d'ordine eguale a una potenza di p, è necessariamente contenuto în uno 
dei sottogruppi precedenti. 

Sia infatti K un sottogruppo di G d’ordine pì < pe . Ripartiamo i gq 
gruppi H; in classi di gruppi affini rispetto a K. Manifestamente essendo 
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l’ordine di K una potenza di p, in ogni classe, che non consti di un solo 
gruppo, ve ne ha ancora un numero eguale a una potenza di p. Ma 


poichè qg= 1 (mod p), vi dovrà dunque essere almeno una classe conte-: 


nente un solo gruppo, sia p. e. H,. Ciò significa che ogni sostituzione 
h di K trasforma H, in se stesso e poichè il periodo di % è una potenza 
di p sarà # contenuta, per quanto sopra si è visto, in H, stesso. Così 
è completata la dimostrazione del secondo teorema di SyLow. 


$. 27. — Per una ragione che conosceremo trattando le applicazioni 
della teoria dei gruppi *), dicesi risolubile un gruppo quando tutti i suoi 
fattori di composizione sono numeri primi. Un esempio notevole di gruppi 
risolubili l'abbiamo nei gruppi d’ ordine eguale alla potenza di un nu- 
mero primo. Sussiste infatti il teorema: I fattorì di composizione di un 
gruppo di ordine p", essendo p primo, sono tutti eguali a p, quindi in 
numero di r. 

Siccome ogni fattore di composizione di un tale gruppo è necessaria- 
mente una potenza di p, basterà stabilire che nessun fattore di composi- 
zione può essere una potenza di un numero primo p diverso da p stesso. 
Un fattore di composizione di un gruppo è necessariamente anche 
l’ordine di un gruppo semplice, cioè del gruppo fattoriale corrispondente 
($. 21), talchè la nostra asserzione equivale all’altra: Ogni gruppo d’or- 
dine p", essendo p numero primo, e vr > 1 è sempre un gruppo composto. 

Anzi dimostreremo di più che un tale gruppo possiede sempre un 


sottogruppo commutativo Y ($. 25) diverso dall’identità. Riprendendo . 


infatti le considerazioni che al $. 25 ci hanno servito a dimostrare il 


primo teorema di SyLow, e in particolare la relazione (12) ivi stabilita, 


questa assumerà nel caso attuale la forma 
pento 409+p +... 


cona>1,6b>1,c21... ed » essendo appunto l’ordine del sotto- 
gruppo commutativo. Di qui segue che non può essere n= 1, ma sarà 
necessariamente una potenza di p, ciò che dimostra il teorema. 

Vi sono altri casi nei quali alla semplice ispezione dell’ordine di un 
gruppo si può senz’ altro concludere che il gruppo è risolubile. Così dal 


secondo teorema di SyLow discende subito il corollario: Un gruppo G. 


1) V.$.81. 


sd 
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di ordine m= pq, essendo p,q numeri primi differenti od eguali è un 
gruppo risolubile. Nel caso p=q ciò è già stato sopra stabilito. Suppo- 
niamo ora p > g. In G esisterà allora, pel secondo teorema di SyLow, 
un sottogruppo H d’ordine p, ma uno soltanto, perchè il numero di questi 
sottogruppi deve essere == 1 (mod p) e divisore di g. Dunque H è in- 
variante (massimo) in G e si ha la serie di composizione 


OESHEl 


coi fattori primi di composizione 9g, p. 

Ulteriori teoremi del genere di quelli ora stabiliti sono dovuti a 
FROBENIUS *), ma noi qui, non occorrendo di ricorrervi nel seguito, ci 
limiteremo ad enunciarli : 

1.° Ogni gruppo il cui ordine non contiene alcun fattore quadrato è 
un gruppo risolubile. 

2.° Ognà gruppo di ordine p" q, essendo p, q numeri primi, è un gruppo 
risolubale. 


S. 28. — Come si è visto negli esempii del $. precedente, vi sono 
dei numeri interi che non possono mai figurare come fattori di compo- 
sizione di gruppi 0, ciò che torna lo stesso, come ordini di gruppi 
semplici. In mancanza di criteri generali che servano a decidere, dato 
un numero 7, se esiste o no qualche gruppo semplice d’ordine m, sono 
state fatte delle ricerche particolari per gli ordini più bassi. E così 
HoòLpeR e Core hanno esaurita la ricerca degli ordini possibili dei gruppi 
semplici da 1a 660 ed hanno trovato che, fatta astrazione dai numeri 
primi, i quali sono. sempre ordini possibili di gruppi semplici, esistono 
gruppi semplici soltanto dei 5 ordini seguenti 


60, 168, 360, 504, 660 


PeR 


ed ogni volta vi è un solo tipo corrispondente. Di questi i due di or- 
dini 60, 360 ci sono già noti come gruppi alterni su 5 o su 6 lettere 
e gli altri due di ordini 168, 660 incontreremo fra breve come gruppi 
modulari. Noi ci contenteremo qui, per dare un'idea di queste ricerche, 


1) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, Mai 1893. — V.anche WEBER, Al- 
gebra, T. II, pag. 129. 
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di riscontrare che per numeri compostî m < 100 vi è un solo ordine 
possibile di un gruppo semplice e cioè m = 60. 

A fondamento della ricerca poniamo le considerazioni seguenti, che 
derivano dal secondo teorema di SyLow. Sia Gn un gruppo semplice 
d'ordine m e sia pe la più alta potenza del numero primo p che divide 
m, onde m=% p% con k non divisibile per p. Poichè G è semplice, il 
numero q dei sottogruppi H d’ordine p% in G sarà certamente > 1 e 
dovrà essere un divisore di % che sia = 1 (mod p). Se prendiamo questi 


q sottogruppi 
HitHo,s tto 


e li trasformiamo contemporaneamente con una medesima sostituzione 
9g di G, i gruppi trasformati 


gHtg,goHege Sg pg 


saranno i gruppi stessi in altro ordine, cioè si produrrà su questi g ele- 
menti H una sostituzione 


PO (T° Hi 9:97 HygioS ga SO 
\H Hi pra 


Il complesso delle sostituzioni forma, come subito si vede, un gruppo 
FT transitivo sopra H, H,...H,e con questo gruppo I il gruppo G deve 
essere in isomorfismo necessariamente oloedrico, perchè G è semplice. 
Astrattamente considerati, i gruppi G, I sono identici. Si noti di più 
che le sostituzioni di I saranno tutte pari perchè, se ve ne fossero anche 
delle dispari, le pari formerebbero in I un sottogruppo invariante d’in- 
dice 2. ; 

Si scrivano tutti i numeri composti < 100, tralasciando quelli che, 
per essere di una delle due forme p” o pq, non possono figurare certa- 
mente come ordini di gruppi semplici. Lasciando da parte l’ordine 60, 
restano i numeri seguenti 


12, 18, 20, 24, 28, 30, 36, 40, 42, 44, 45, 48, 50, 52, 54, 56, 63, 66, 68, 
70, 72, 75, 76, 78, 80, 84, 88, 90, 96, 98, 99, 100. 


Di questi, fatta eccezione dai numeri 
30,06; VO, 


che richiedono qualche maggiore osservazione, si riconosce subito che i 
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rimanenti non possono essere ordini di gruppi semplici con considera- 
zioni affatto analoghe alle seguenti. Prendasi ad esempio 12= 3. 2?. Se 
esistesse un gruppo semplice di questo ordine, esso conterrebbe tre sot- 
togruppi del quarto ordine e sarebbe oloedricamente isomorfo con un 
gruppo di sostituzioni sopra 3 lettere soltanto, ciò che è assurdo. Così 
ancora, se esistessero gruppi semplici degli ordini 40=8.5, 80= 16.5 
dovrebbero contenere 5 sottogruppi rispettivamente degli ordini 8, 16 
ed essere quindi oloedricamente isomorfi con gruppi di sostituzioni pari 
su 5 lettere; essi sarebbero quindi contenuti nel gruppo alterno su 5 
lettere, ciò che è assurdo perchè 40,80 non sono divisori di 60. 

Per riconoscere che non possono esistere gruppi semplici degli ordini 


30=2.3.5,56=7.23,90=5.2.3? 


facciamo le osservazioni seguenti: 
1.° Un gruppo semplice Gy dell’ordine 30 conterrebbe 


6 sottogruppi del 5.° ordine 
10 fo E Ri n 


Ora due gruppi diversi d’ordine primo non possono avere alcuna 
sostituzione comune fuori dell’identità. Avremmo dunque in G3y 


4%X 6==24 sostituzioni a periodo 5 
2 DA 10 — 20 ” ”» 3, 


ciò che pone già in evidenza l’impossibilità, essendo 24 + 20 > 30. 
2.° Un gruppo semplice Gs; dell'ordine 56 conterrebbe 


8 sottogruppi del 7.° ordine 

7 si Fao 
quindi 

6X8=48 sostituzioni a periodo 7, 
che aggiunte alle 8 sostituzioni di un solo sottogruppo dell’ 8.° ordine, 
esaurirebbero già le 48 + 8=56 sostituzioni del gruppo. 
3.° Un gruppo semplice dell’ordine 90 conterrebbe 6 sottogruppi del 

5.° ordine e si potrebbe pensare come un gruppo semplice D,, transitivo 
d’ordine 90 su 6 lettere 


H, H». H3 H, H; H. 
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Le sostituzioni di Tx che lasciano ferma una lettera formerebbero 
un sottogruppo G,; d'ordine 


D'altronde l» contiene certo qualche sostituzione a periodo 2 che, 
dovendo essere pari, conterrebbe due cicli di due lettere e lascerebbe 
ferme le altre due. In conseguenza il sottogruppo G,; conterrebbe delle 
sostituzioni a periodo 2, il che è assurdo. 


$. 29. — Per quanto abbiamo visto nel $. precedente, di gruppi sem- 
plici d'ordine composto #2 < 100 non ne possono esistere che per m = 60. 
Ma per quest’ordine esistono effettivamente, come lo dimostra l’esempio 
del gruppo alterno su 5 lettere. Ora vogliamo provare che è questo 
l’unico tipo esistente, cioè sussiste il teorema: 

Ogni gruppo semplice d'ordine 60 è oloedricamente isomorfo col gruppo 
alterno su 5 lettere. 

Un gruppo semplice d’ordine 60 contiene precisamente 6 sottogruppi 
del 5.° ordine ed è quindi oloedricamente isomorfo con un gruppo Vw 
transitivo sopra 6 lettere, con sostituzioni tutte pari. Il gruppo ls è 
quindi un sottogruppo del gruppo alterno G d’ordine 360 sulle 6 lettere. 


QUORE Va 360 : 
L'indice di l'in G essendo serata 6, il gruppo complementare 


G 


TS 





è un gruppo oloedricamente isomorfo a G sulle 6 classi 


Sn Y2° è + Yer 


in cui si ripartiscono le sostituzioni di G rispetto a I ($. 17); dunque H 
è il gruppo alterno sulle 6 lettere g9,... ge. 

Al sottogruppo T di G corrisponde in H un sottogruppo H' di egual 
ordine 60. Le sostituzioni di H' lasciano ferma la classe g,, cui appar- 
tengono le sostituzioni di I°, e però il gruppo H' è precisamente il gruppo 
alterno sulle rimanenti 5 lettere 92, 93, 94, 95: Ye, CIÒ che dimostra il 
teorema. 
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CapIToLO III. 


Gruppi Abeliani. — Gruppo metaciclico. — Gruppo lineare totale sopra p +1 
indici e gruppo modulare. 


$. 30. — Dopo aver trattato, nei due capitoli precedenti, delle pro- 
prietà generali dei gruppi, volgiamoci ora allo studio di gruppi parti- 
colari importanti per le applicazioni. 

Ci occuperemo in primo luogo di quei gruppi le cui sostituzioni (ope- 
razioni) sono a due a due permutabili. Tali gruppi diconsi Abeliani e go- 
dono di proprietà particolari più semplici dipendenti dalla permutabilità 
delle loro operazioni. 

Sia G un gruppo Abeliano d’ordine mm e siano 


(951 I2 93 o 0° Im 


le sue sostituzioni. Partiamo dalla seguente osservazione fondamentale: 
In ogni gruppo Abeliano il periodo del prodotto di più sostituzioni 


Dr Y2° Ik 


è un dwisore del minimo multiplo comune dei singoli loro periodi. 
Sia infatti » questo minimo multiplo comune. Per la proprietà com- 
mutativa delle attuali sostituzioni sì ha 


(Gi Ge I = II = 1, 


il che dimostra la proprietà. 

Aggiungiamo di più che: Se è periodi ni, na, ... ny delle sostituzioni 
Gi Ga... Y sOnO primi a due a due fra loro, il periodo del prodotto gi 92... Yi 
sarà è prodotto dei periodi n, n3...nx. Basterà evidentemente dimo- 
strare il teorema per due sostituzioni 9,, gg. Ora se (919g9"=1 si 
ha 9g," =95"; ma la sostituzione a sinistra ha per periodo un divisore 
di »,, quella a destra un divisore di »,, onde si ha 9," = 1, gg*= 1 e però #, 
essendo multiplo sì di », che di »,, è multiplo del prodotto w, ne. 

Applicando i teoremi generali della teoria dei gruppi, in particolare 
i teoremi di SyLow, troviamo subito delle importanti proprietà dei gruppi 
Abeliani. Decomponendo l’ordine m del gruppo nei suoi fattori primi, sia 


% 


Mep, PI. P 


Uy 
È 
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Pel secondo teorema di SyLow, e pel fatto che ogni sottogruppo di 
un gruppo Abeliano è invariante nel gruppo, esisterà in G un solo sot- 
togruppo T, d’ordine pf, uno I, d’ordine pî? e così via. Formiamo tutti 


i possibili prodotti 


(1) G=€OO€€E 


di una sostituzione ; di I, per una x di 1,..., per una 1, di F,. Queste 
sono tutte evidentemente sostituzioni di g; ma nessuna si trova ripetuta 
perchè da i 
DER Ere MOSSE 
seguirebbe 
MM CR) Ma) E 
Ora la sostituzione a destra, appartenendo a T,, ha per periodo una 


potenza di p, mentre quella a sinistra, per la proprietà osservata sopra, 
ha un periodo della forma phi pÈ. 0 per, onde si ha ,7!1=1 cioè 
"»="r e similmente 1=%1; 12=%z...Ne risulta che dalla formola (1) 
si trovano date tutte le m=p% pî2 . ..p? sostituzioni di G; e possiamo 


anche scrivere simbolicamente 
(2) e belteie 


ed enunciare il teorema: 

Ogni gruppo Abeliano, d'ordine composto di potenze di diversi numeri 
primi, sì decompone nel prodotto di sottogruppi Abeliani parziali, è cui or- 
dinì sono potenze di numeri primi. 

Per il medesimo teorema di SyLow, se 

pi, pè. dr pî 

sono rispettivamente divisori delle potenze 
cla yo 

DO PI, +. +Dy, 


se cioè 
B, < 2%, Bo < La, . ACI S Ary 4 


i gruppi 
Ip Pregate 
posseggono rispettivamente sottogruppi 


Ù I LU 
Ie 
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degli ordini 


Allora, se consideriamo il gruppo G' prodotto di questi sottogruppi 
parziali : 
1 TIME e 


è chiaro che sarà G' un sottogruppo di G di ordine 


n=pù pr... pù, 
che è un divisore qualunque di m. Dunque: 

Un gruppo Abeliano possiede sottogruppi di tutti gli ordini, divisori 
dell’ordine del gruppo. 

Così pei gruppi Abeliani viene, in certo modo, invertito il teorema 
fondamentale ($. 7); è questa, come già si è osservato, una proprietà 
. che non sussiste, in generale, per gli altri gruppi. 

Osserviamo in particolare che il gruppo Abeliano G possederà sot- 
togruppi dei rispettivi ordini: 


a,=1 


(1 10.) 
1 VO: sarei 


di: (04 
1 2 r 
1 Pa s eo». 


% (#4 
Pia te Pg 

Po PI, 
Pr , 


onde risulta il teorema: 
Ogni gruppo Abeliano è un gruppo risolubile. 


$. 31. — Abbiamo stabilite, al $. precedente, le proprietà fondamen- 
tali dei gruppi Abeliani, servendoci dei teoremi della teoria generale. 
Ma possiamo anche stabilire direttamente questi teoremi, nel caso par- 
ticolare dei gruppi Abeliani, giovandoci delle semplici leggi che gover- 
nano questi gruppi. Cominciamo dal dimostrare direttamente il teorema: 

Se si decompone l'ordine m di un gruppo Abeliano G nel prodotto di 
due fattori m, . m, primi fra loro, esistono in G due sottogruppi 


A — (a, dae è Am) 
B = (d, bi nè la Dino) 
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dei rispettivi ordini mi, ma, tali che sì ha 


= RAZZDS 


cioè è prodotti 
0 = 15 di 00. Mi 


a; d 
; A RI 


danno tutte le sostituzioni di (x, ciascuna una sola volta. 
Per dimostrarlo, indichiamo con 


di, Uda, dg... 


tutte le sostituzioni di G il cui periodo divide m,; a causa della prima 

proprietà osservata al $. precedente, esse formano un sottogruppo A di G, 

il cui ordine indichiamo provvisoriamente con »,, ma si dimostrerà = m,. 
Similmente il complesso B di quelle sostituzioni 


di ds e 0. Dro 


di G, il cui periodo divide m, sarà un sottogruppo di G, il cui ordine %, 
dimostreremo = my. Intanto vediamo subito che ogni sostituzione 9g di G è 
il prodotto di una a per una d. E infatti, poichè m,, m, sono primi fra 
loro, potrà risolversi in numeri interi +, s l’ equazione 

Mor 4 M,8= 1 


e si avrà 
9 —_—_ que - È qui Ss 5 


Ora, essendo 
(g"2 de si 1 (g"1 SAL Bo. 1, 


si vede appunto che g”":” è una a e g”"15 è una d; avremo cioè 
g= dd. 
Ora questi 7, 7, prodotti a; dx sono differenti fra loro, poichè da 


a; bi = a; bi 
segue 
i db by, 


onde a;=a;, by=bx. Avremo quindi 


M= N Ug, =" Mx Ma + 
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Ma n, è primo con w} perchè, se p fosse un loro divisore primo comune, 
si avrebbe in A una sostituzione a periodo p divisore di 7, e quindi 
anche appartenente a B; similmente », è primo con m,, onde segue 


ViM = Ma e 605: 


x 


Applicando ripetutamente il teorema ora dimostrato, è chiaro come 
si perviene alla medesima decomposizione (2) del gruppo Abeliano G 
nel prodotto di gruppi parziali, che nel $. precedente abbiamo dedotto 
dal teorema di SyLow, e da questa decomposizione possiamo nuovamente 
trarre tutte le conseguenze ivi osservate. 


$S. 32. — Nel gruppo Abeliano G prendiamo r sostituzioni 
Gr 92, .-.Ir3 
le diremo fra loro indipendenti se nessuna sostituzione composta di queste 
(3) Gi gi... Gt, 
può essere l'identità, salvo quando si abbia separatamente 
gii=1,g:2=1,...grr=1, 
ciOè S1, S2,...S Siano rispettivamente multipli dei periodi 


di, Bo OOO Br 
delle sostituzioni 
Ir G20 0. +Yn 


Se gr, 92, ..-9, sono fra loro indipendenti, le sostituzioni (3), quando 
agli esponenti s;, sa. ..s, sl faccia rispettivamente percorrere un sistema, 
completo di resti rispetto ai moduli 


Bis Be. Bro 
daranno evidentemente un sottogruppo H di G, precisamente di ordine 
ip 


Questo gruppo H si indicherà anche, ponendo in evidenza le sosti- 
tuzioni generatrici, col simbolo 


H= [91,92 ..: gl. 
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Ci proponiamo ora di dimostrare che per ogni gruppo Abeliano si 
può scegliere un sistema di sostituzioni generatrici fra loro indipendenti; 
un tale sistema si dirà una dase del gruppo. 

A tale oggetto premettiamo le osservazioni seguenti: 

a) Se n, è il massuno periodo delle sostituzioni di G, ogni altro pe- 
riodo è un dwisore di n,. 

Sia 9g una sostituzione di G del massimo periodo », e g' un’altra 
sostituzione di G a periodo »;. Supponiamo che », non divida, se è pos- 
sibile, 7, e vi sia per conseguenza almeno un fattore primo p di n, che 
entri in n, ad una potenza maggiore che in »,; poniamo 


ni ==NTpE Na PEG 
essendo 7, 7°, non divisibili per p e inoltre a<.f. Le sostituzioni 


gP° . ga2 


hanno i rispettivi periodi #/,, pf primi fra loro e quindi ($. 39) la so- 
stituzione loro prodotto ha il periodo 7 pR > #;, ciò che contraddice 
l'ipotesi. 

Consideriamo un sottogruppo qualsiasi H di G. Diremo periodo re- 
lativo di una sostituzione di g, rispetto ad H, il minimo esponente posi- 
tivo a cui bisogna elevare 9g perchè 9% appartenga ad H. Si vede subito 


che se si costruisce il gruppo complementare L'= che è esso stesso 


H' 
un gruppo Abeliano, il periodo relativo di una sostituzione di G non 
è altro che il periodo effettivo della corrispondente sostituzione in T. 
Ne risultano subito le proprietà seguenti: 

6) Il periodo relativo è sempre un divisore del periodo assoluto. 

E infatti se f è il periodo assoluto, a g8 = 1 corrisponde in l' l'identità. 

c) Due sostituzioni di & equivalenti rispetto ad H hanno il medesimo 
pertodo relativo. 

Ciò è evidente, perchè a due tali sostituzioni di G corrisponde la 
medesima in T. 

d) Se n è il massimo periodo relativo di una sostituzione di G, ogni 
altro periodo relativo è un divisore di n. 

Questa proprietà risulta subito dall’applicare il teorema @) al gruppo 
complementare IL. 
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$. 33. — Premesse queste osservazioni, procediamo alla costruzione 
effettiva di una base del gruppo Abeliano nel modo seguente. Prendiamo 
in G una sostituzione 9g, del massimo periodo n, e costruiamo il sotto- 
gruppo ciclico 


Ea giat) 


Il periodo relativo di ogni sostituzione di G sarà sempre, per quanto 
abbiamo visto sopra (@).c) $. 32), un divisore di w,. Sia vs il massimo 
di questi periodi relativi che sarà un divisore di »,, senza escludere 
che possa aversi n,=%,, e del quale ($. 32) ogni altro periodo relativo 
sarà divisore. Dimostriamo che esiste in G almeno una sostituzione 4» 
a periodo assoluto n,, 0 ciò che torna lo stesso, che vi ha in G una so- 
stituzione gs indipendente da 9,. A tale scopo prendiamo una sostitu- 
zione 9g a periodo relativo n,, talchè si avrà 


gq" = gii : 
onde 
ny 
ny = 


ty 
9g = Yi na — DA 


L’esponente %, > deve quindi essere multiplo di n, cioè a intero. Se 
2 2 


sostituiamo allora a 9 la sostituzione equivalente (rispetto a 1) 
SO 
GEIL", 


vediamo che 9, avrà appunto per periodo assoluto n», come si voleva. 
Mediante le due sostituzioni generatrici indipendenti 9,, 9 costruiamo 
il sottogruppo 
H={g1, gel 


d’ordine 7, ,. Potremo ora trovare in G una sostituzione 9; indipen- 
dente da 9, 92, procedendo in modo perfettamente analogo. Indichiamo 
perciò con 7; il massimo periodo relativo delle sostituzioni di G rispetto 
ad H. Questo numero »; è un divisore di x,, perchè qualunque sostitu- 
zione di G, elevata a »,, trovasi già in TY; inoltre ogni altro periodo 
relativo dividerà 7 (d) $. 32). Se g è una sostituzione di G a periodo 
relativo x rispetto ad H, avremo 
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ed i numeri X,, %» sono divisibili per #3, come si rileva subito dall’ os- 


de 
DI 


servare che 9g": ==(g9"3)": è una potenza di 9,, mentre 9g,” = 1, e ricor- 
dando che 9,, 9g. sono indipendenti. Poniamo 


G= IG 


e il periodo assoluto di 93 sarà n3, poichè 93": ==1 ed il suo periodo 
relativo è = ,. 
Le tre sostituzioni 9, 9:, 93 sono dunque indipendenti ed il gruppo 


K= [91,92 9] 


è un sottogruppo di G d’ordine n =7%;. 3. 3. 
Così continuando, stabiliamo evidentemente il teorema seguente: 
A) Per ogni gruppo Abeliano & d'ordine m sì può trovare una base 


91, 923 93 NO - Ir] 
dotata delle proprietà seguenti: 1.* I periodi 


Ni, No, 0 0 * Vy 


delle rispettive sostituzioni generatrici sono divisori ciascuno del precedente 
od eguali a questo, ed è m=n,N3... Nr. 2.° Ciascun periodo ni di una 
sostituzione generatrice gi è il massimo periodo relativo delle sostituzioni 
del gruppo G rispetto al sottogruppo [91,92 .. . Gi-1] generato dalle sostì- 
tuzioni precedenti. 


S. 34. — Nel $S. precedente non soltanto abbiamo dimostrata l’esi- 
stenza di una base per un gruppo Abeliano, ma abbiamo data alla base 
del gruppo la forma più appropriata per le applicazioni. Non imponendo 
alla base alcuna condizione, è facile vedere che si possono costruire basi - 
di un medesimo gruppo con numeri diversi di sostituzioni generatrici e 
con diversi periodi. Così p. e. per il gruppo Abeliano ciclico generato 
dalle potenze di una sostituzione S a periodo composto m = m, #,, ove 
m,,m, siano primi fra loro, forma una base la sola sostituzione S, come 


LI 


anche un’altra base è costituita dalle due sostituzioni indipendenti 
Si Mione: Se F 5 pelsd Si ; 


col rispettivi periodi m,,s. 


BASE DI UN GRUPPO ABELIANO FRI, 


Ma se costruiamo due diverse basi del gruppo Abeliano G, nel modo 
del teorema A) al $. precedente, facilmente vediamo che sussiste il 
teorema: 

B) Due diverse basi 

[91,923 + +9] 


(00792 495] 


del medesimo gruppo Abeliano, che soddisfino alle condizioni del teorema A), 
contengono il medesimo numero di sostituzioni generatrici, coù medesimi 
pertodì. 
Siano 
RIA (1 


i periodi delle sostituzioni della prima base e 
I SI e 


quelli delle sostituzioni della seconda. Siccome tanto n, quanto »' sono 
il massimo dei periodi delle sostituzioni di G, sarà necessariamente in- 
tanto »,= n. Sarà dimostrato il nostro teorema quando si provi che, 
supposte le eguaglianze 


ni = N, Ns ==Mai ta nes i 


ne segue l’altra n= x; ). Si considerino perciò tutte le sostituzioni 
di G che sono potenze, con esponenti »;, di altre sostituzioni del gruppo ; 


queste sostituzioni, che indichiamo con g, formano evidentemente un sot- 
togruppo di G. Se si pone 


g=gi 
e si esprime g per le sostituzioni della prima base si avrà 


(7) 3 TASSI USE ela Gi: 


1) Si osservi che esistendo una i" sostituzione gi ne deve esistere anche 
una ia g'; , altrimenti sarebbe 


MEN, Ng. N-1 Ni. è + 


ed anche 
M= MN Ng i Ma 
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quindi elevando questa eguaglianza all’esponente »; coll’osservare che. 


Ni 


ni 
gi = 1, gii = 1... 
sl avrà 


Segni gioni. glerni. 
(741 i—l 


Ì | 


Viceversa ogni sostituzione di questa forma è una g e però il loro 


DS CoA 


n; 


TOM n 
numero è evidentemente dato da - so 07 - 


1. D'altra parte 


anche tutte le sostituzioni della ni: 


gi Ni gian b3) Bini 


sono evidentemente sostituzioni 9 e il loro numero è il medesimo ; dunque 


ogni sostituzione 9 può anche porsi sotto la forma 


p=gfini gen. gn 


il 


Ma fra le sostituzioni g vi è pure la 9g: ed, essendo g'; indipendente da 
gi» gr, aL di >) 


si ha necessariamente gi: = 1. Se ne conclude che #'; (periodo di 9) di- 
vide »; e poichè la considerazione è invertibile si avrà = %; c.d. d. 

A causa del teorema B), daremo ai numeri n), #3, ..., il nome di 
invarianti del gruppo Abeliano. L'importante significato inerente a questi 
numeri risulta dal teorema seguente : 

c) Condizione necessaria e sufficiente perchè due gruppi Abeliani siano 
oloedricamente isomorfi è che abbiano eguali invarianti. 

Il teorema si dimostra con tutta facilità. Siano infatti G, F due 
gruppi Abeliani oloedricamente isomorfi e siano %,, #3, ...%, gli inva- 
rianti del primo gruppo e 

(91, 923 + + « Gr] 


la base corrispondente. Indicando con 1, Y2, + +.» le corrispondenti sostitu- 
zioni di Y, si vede subito che, a causa dell’isomorfismo oloedrico dei 
due gruppi, 

Mita] 


è una base del secondo gruppo coi medesimi invarianti. 


pori 


iN: 
sh 


INVARIANTI DI UN GRUPPO ABELIANO 79 


Viceversa, se G, F hanno eguali invarianti, ed hanno le rispettive basi 


[913 983 +. Irl 
Da: ( CRICIOE Xe] ) 
basta far corrispondere a ciascuna 9 la col medesimo indice per sta- 


bilire una corrispondenza d’isomorfismo oloedrico fra i due gruppi. 
Riesce ora molto naturale la domanda: Dati ad arbitrio r numeri 


ROIO 


di cuì ciascuno sia divisore del precedente, esiste un gruppo Abeliano che 
li abbia per invarianti 2 

Si risponde subito affermativamente alla questione costruendo un 
gruppo di sostituzioni sopra %, + n° +...+ nr lettere 


A) da +. +. Anz} Di Da +. + Ong; ele (osa lp 


‘ mediante le sostituzioni generatrici 


Ge (a, do è 0° Am), Geo (di dba rc bno), Jr = (di Di 000. Un). 


Il gruppo 
G=[91,92,.. 9] 


avrà appunto gli invarianti richiesti. 


$. 35. — Un'altra classe importante di gruppi è quella dei gruppi 
transitivi risolubili sopra un numero primo p di lettere, della quale ci 
andiamo ora ad occupare. 

Sia G un tale gruppo e sia 


(4) CRE ee] 


una sua serie di composizione, i fattori di composizione essendo, per 
ipotesi, numeri primi. Dimostriamo in primo luogo che tuttà è gruppi 
della serie, tranne l’ identità, sono transitivi sulle p lettere. 

Il primo gruppo G della serie essendo transitivo, basterà mostrare 
che ad un gruppo G;_; supposto transitivo, succede un gruppo G; egual- 
mente transitivo, se non è G;= 1. Supponiamo al contrario G,;_, tran- 
sitivo, G; intransitivo e sia 

A, Ag... Ap. 


uno dei sistemi di transitività in cui si scindono le p lettere rispetto 
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alle sostituzioni di G; (S. 9). Se con d, indichiamo un’altra qualunque 
fra le p lettere, esisterà nel gruppo transitivo G,_, una sostituzione U 
che porta a, in è, e, come il gruppo G; unisce transitivamente a), 42,...0p, 
così il gruppo U— G, U unirà transitivamente le lettere che U sostituisce 
a queste. Ma poichè UG,U= G;,ne concludiamo che il sistema di 
transitività cui appartiene 5, ha almeno ». lettere e, siccome vale la 
medesima considerazione invertendo a; con d,, si vede che tutti i sistemi 
di transitività contengono un egual numero p. di lettere. Dunque w di- 
videndo p, avremo p.= 1 ovvero = p. Nel primo caso G; si riduce 
all'identità, nel secondo esso è transitivo come si era asserito. 

Segue da queste considerazioni che il penultimo gruppo Gn_,, do- 


vendo essere transitivo, ha un ordine divisibile per p e d’altra parte il. 


suo ordine, come fattore di composizione, deve essere un numero primo, 
onde sarà precisamente = p. Esso consterà dunque delle p potenze di 
una sostituzione ciclica S sulle p lettere e sarà dunque un gruppo ciclico 


te Pes Se 


Dimostriamo ora che I sarà invariante non solo nel precedente Gn_s, 
ma in tutti gli altri ed in G stesso. Supponiamo per ciò d'avere con- 
statato che T è invariante in G, e dimostriamo che tale sarà anche in G;_;. 
Siccome l’ordine di G, è un divisore di 1.2.3...p, contiene p soltanto 
alla prima potenza e, pel teorema di SyLow, G; contenendo F come 
sottogruppo invariante, non ammette alcun altro sottogruppo d'ordine p. 
Ora se U è una sostituzione qualunque di G;* si ha 


Use 


e per ciò UT U trovasi in G; e coincide con TY stesso. Dunque F è 
invariante anche in Gi, c.d. d. 

Per trovare dunque tutti i gruppi transitivi risolubili sopra un nu- 
mero primo p di elementi, dobbiamo ricercare i gruppi sulle p lettere 
che contengono il gruppo ciclico F come sottogruppo invariante; basterà 
dunque trovare il più ampio di tali gruppi e in esso ed in tutti i suoi 
sottogruppi transitivi avremo i gruppi richiesti. 


$. 36. — Il più ampio gruppo nel quale il gruppo ciclico 
TESTS) 


è contenuto come sottogruppo invariante dicesi il gruppo metaciclico. Si 


MIT 
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tratta di trovare tutte le sostituzioni di questo gruppo e in particolare 
determinarne l’ordine. Indichiamo le p lettere con 


Lo Li La è + + Cp13 


distinguendole con indici presi rispetto al modulo p, talchè considereremo 
anche indici interi m qualunque colla convenzione che si prenda xm=%,, 
essendo » il minimo resto positivo di m (mod p). Potremo porre evi- 
dentemente, distribuendo convenientemente gl’ indici: 


S ro (va ZI L9 è è è TORA9 


Ogni sostituzione U del gruppo metaciclico deve trasformare S in 
una sua potenza S”, talchè si abbia 


Lera = 


Qualunque sia l’esponente 7, purchè non divisibile per p, S” è simile 
ad S e però esistono corrispondenti sostituzioni U. D'altronde S” può 
scriversi in p modi diversi soltanto, quindi per ogni valore dato ad + 


nella serie 
1,2,3...p—l1l 


abbiamo p sostituzioni U fra loro differenti. Del resto si vede subito 
che, se una delle sostituzioni richieste è U, le altre p-— 1 sono 


AE AR» Lal de 
Ne concludiamo intanto: 
Il gruppo metaciclico è dell'ordine p(p— 1). 
Se scriviamo S” in un determinato modo, facendo cominciare il suo ciclo 
con %, come S, è chiaro che le p—1 sostituzioni corrispondenti 


beni 


lasceranno ferma 2 e le sostituzioni del gruppo metaciclico Gy p_,) Si 
ripartiranno nel quadro: 

ita SUBITI ASTRI Sa 

re SU SU, 

0 Jedi ehe ama E 


WEST SU. 
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Fra queste soltanto quelle della prima verticale lasciano ferma % e 
però formano, entro G, n»), un sottogruppo d’ordine p- 1. È facile ve- 
dere che questo sottogruppo è ciclico, cioè è formato dalle potenze di 
una sostituzione ciclica sulle p—1 lettere 


Lr La è è Up 


Se indichiamo infatti con g una radice primitiva (mod p), quella so- 
stituzione U, che trasforma 


S == (o Xi La e 00 0) 
in 
SI —_ (o Lg Lag alala Xp-1)9) 


T— Gi Lg Log è è dai 
Lo Xi La 0 00 Lp_1 


e, decomposta in cicli, darà il solo ciclo 


avrà l’espressione 


MESE) 


Ne concludiamo: Tutto è gruppo metaciclico sì genera colle due sosti- 
tuzioni elementari 


S= (4% dp) TEM... Lg); 
le sue p (p—1) sostituzioni sono date dalla formola 


Uuzuri pe fa =0; 1;2.p=a@ 
(B—='0%172, ne 


Per vedere in quale sua potenza la S viene trasformata dallaU= Sf T%, 
basta vedere l’effetto di T® . Ora, siccome la T moltiplica ur indici per 9, 
la T° li moltiplica per 9g”, e si ha quindi 


ta % 
Tn i) Tenia 
Ne segue la formola generale 


A hire ch pa e ch g° = Sh, 
dove 
. Bi==B9% (mod p); 


pn) 
"n ULRICO 
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si ha dunque 
Sb Te = T° sh 


B, == fg (mod p), 
e il gruppo metaciclico è quindi dato anche dalle p (p— 1) sostituzioni 


pa gh (901, 2...p_2 
(B=0,1,2...p—1. 


$. 37 — L’effetto di una sostituzione 
SU 
del gruppo metaciclico è di portare ogni indice v nell’indice 


y==9g2y+ 89% (mod p). 
Se poniamo 
gi=a, ga = db, 
il primo numero a percorrerà un sistema completo di resti (mod p) 
escluso lo zero, ed il secondo è un intero sistema completo. Possiamo 
dunque rappresentare analiticamente il gruppo metaciclico colla formola 


I ROSTA der 


(5) fr, SE dona Ri 


il gruppo ciclico I, corrisponderà evidentemente alle sostituzioni con a = 1. 
Come già abbiamo visto al $. 35, soltanto le sostituzioni di T,, fra 

quelle di G,,-y, hanno dunque un periodo p; le altre hanno un pe- 
riodo divisore di p—1. Confermiamo direttamente questo risultato e 
troviamo l’effettivo periodo di ogni altra sostituzione del gruppo meta- 
ciclico osservando che, se U è la sostituzione (5), le sue potenze suc- 
cessive sono 

U? y==a?vy+ (a +1)d 

U?) y==afy+ (a +a+1)d 


U)vy=a"yt+(a+@7?+...a+1)d 
Perchè risulti U”=1 occorre dunque che sia af =1 (mod p); ma 
tale condizione è anche sufficiente perchè da 


a-1=(0-1)(a+a?+...+a+1)="0 (mod p), 
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essendo a=1 (mod p), segue anche 
+e ?4+...+a+1="0 (mod p). 


Dunque: Le sostituzioni (5) del gruppo metaciclico con a=1 (mod p) 
hanno per periodo l’esponente r cui appartiene a (mod p), quelle con a = 1 
hanno per periodo p. 

Osserviamo che: I gruppo metaciclico è doppiamente transitivo. E in- 
fatti, se è,% sono due indici qualunque, la sostituzione 


ve=(k-i)v+è (mod p) 


porta gli indici 0, 1 in è, % rispettivamente. Come si vede, l’ordine p (p— 1) 
del gruppo metaciclico è il minimo compatibile col suo doppio grado di 
transitività. Delle due sostituzioni generatrici S, T del gruppo metaci- 
clico la prima è pari, la seconda dispari e quindi fra le sostituzioni SAao 
di Gp, sono pari quelle con * pari e dispari le altre. Nella rappre- 
sentazione analitica (5) sono pari quelle in cui a è residuo quadratico 
(mod p), impari quelle in cui a è non residuo. Le pari formano un sot- 
togruppo invariante d’indice 2, che dicesi il gruppo semimetaciclico. 


$. 38. — Servendosi dell’espressione analitica (5) delle sostituzioni 
del gruppo metaciclico, è facile determinare tutti i suoi sottogruppi. Per 
brevità di linguaggio diamo al coefficiente a nella (5) il nome di mol- 
tiplicatore della sostituzione e supponiamo che nelle sostituzioni di un 
sottogruppo G, di Gy,» Sì presentino tutti e soli i moltiplicatori 


(6) A, da, 00.Ur. 


Poichè il moltiplicatore di una sostituzione composta è il prodotto 
dei moltiplicatori delle sostituzioni componenti, gli » numeri (6) debbono 
essere tali che, moltiplicati per uno qualunque di essi a;, sì riproducano, 
salvo l'ordine, rispetto al modulo p. A ciascun moltiplicatore a; della 
serie (6) corrisponderà così una sostituzione sugli » numeri (6) e il 
complesso di queste sostituzioni formerà evidentemente un gruppo Abe- 
liano d'ordine r. È facile vedere che questo gruppo è un gruppo ciclico. 

E infatti, se a; è un moltiplicatore qualunque in (6) e è è il periodo 
della sostituzione corrispondente, si avrà 


aò =1 (mod p), 


ro ga 
E, 4 
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e siccome è è un divisore di r, gli » numeri (6) saranno tutte radici 
dell’ equazione 


(7) | xd Sa l ‘(mod p). 


Quindi, la congruenza binomia (7) avendo tante radici quante unità 
sono nel suo grado, sarà 7 in ogni caso un divisore di p—1 4) e, poichè 
la congrueriza (7) ha precisamente » radici, si conclude che esse saranno 
tutti e soli i moltiplicatori (6). Dunque: I moltiplicatori distinti delle so- 
stituzioni di un sottogruppo del gruppo metaciclico sono tutte e sole le r ra- 
dici dì una congruenza binomia x" =="1 (mod p), essendo r un divisore 
di p-1. 

È ben noto che fra le radici della (7) vi sono di quelle che appar- 
tengono precisamente all’esponente r e il loro numero è  (r) ?), onde 
risulta la proprietà sopra enunciata: /l gruppo dei moltiplicatori è un 
gruppo ciclico. 

Tornando al sottogruppo G, supposto di G, distinguiamo due casì 
secondo che in G, trovansi più sostituzioni con un dato moltiplicatore a 
ovvero una sola. 

Se si hanno in G, due sostituzioni distinte 


e U, — av+ bd, 
a) 


V Ù 


col medesimo moltiplicatore a, avremo in G, anche la sostituzione in- 
versa di U: 


dea) 


y 


quindi anche 


i 


y 


v=U0=( 


1) DirIcHLET, Zahlentheorie, $. 31. 

2) GaUSS, Disquisitiones arithmeticae, art. 54. — DIiRICHLET, Zahlentheorie, 
$. 29. 

3) Con a— indichiamo il numero intero a, che soddisfa la congruenza a a, = 1 


(mod p). 
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Essendo 0, -d = 0(mod p), le potenze di V danno in G, il gruppo 
ciclico I); quindi per ogni moltiplicatore a, sono contenute in G, tutte 
le sostituzioni 


eng ve a 


Ne segue che, se per un dato moltiplicatore a si ha in G, una sola 
sostituzione, per ogni altro moltiplicatore si avrà egualmente una sola 
sostituzione. Se scegliamo dunque fra i moltiplicatori (6) uno che appari 
tenga all’esponente 7, ed è 


y=av+d (mod p) 


la sostituzione corrispondente, le » potenze di questa sostituzione esau- 
riranno tutto il sottogruppo G. È chiaro che le sostituzioni di un tale 
sottogruppo lasciano tutte ferma una medesima lettera ed ogni sotto- 
gruppo di questa specie è perfettamente determinato dal suo ordine e 
dalla lettera che lascia ferma. Nel caso contrario, G, consterà delle p 7 
sostituzioni della forma | 


(8) vy=av+d (modp), 


percorrendo d un sistema completo di resti (mod p) e a; le r radici (6) 
della congruenza x" = 1 (mod p). Concludiamo dunque: 

Il gruppo metaciclico contiene soltanto 1 seguenti sottogruppi: 

a) sottogruppi ciclici d’ ordine r divisore dì p—1, generati dalle po- 
tenze di una sostituzione a periodo r. 

b) sottogruppi (8) dell’ordine pr, ove bd. percorre un sistema completo 
di resti (mod p) e a; le radici della congruenza x" ="1 (mod p). 

Anche qui per il gruppo metaciclico, come per i gruppi Abeliani ($. 30), 
vediamo che esistono sottogruppi di tutti gli ordini divisori dell’ordine 
del gruppo. Ma il risultato, nel caso attuale, è ancora più completo in 
quanto che conosciamo effettivamente tutti i possibili sottogruppi. Fra 
questi 1 più interessanti sono i sottogruppi (8) d’ordine pr, che ci ri- 
solvono il problema, da cui siamo partiti al $. 34, di trovare cioè tutti 
l gruppi transitivi risolubili sopra un numero primo p di elementi. 
Siccome, per ogni divisore » di p— 1, esiste un solo sottogruppo dell’or- 
dine pr, vediamo che: Ogni sottogruppo d'ordine pr del gruppo metaci- 
clico è un suo sottogruppo invariante. Ciò si vede del resto anche subito 
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dalla forma (8) delle sostituzioni del sottogruppo. Se scindiamo p— 1 
nei suoi fattori primi 


Pi, Pap Dr 


diversi od eguali, avremo la serie di composizione 


Gru , Ch ) Cie Pera I) 1. 


PI P1 Pa 


Ne risulta il teorema: 12 gruppo metaciclico è un gruppo risolubile; 
i suoì fattori di composizione sono i fattori primi di p— 1 e il numero p. 
Come i gruppi Abeliani, così anche il gruppo metaciclico offre la 
particolarità che ogni sua serie di composizione è una serie principale. 


$.39-— Un'altra interessante classe di gruppi si ottiene conside- 
rando, invece che sostituzioni lineari intere (5) sugli indici, delle sosti- 
tuzioni ancora lineari ma frazionarie. Questi gruppi, che hanno un’im- 
portanza grandissima nella teoria della trasformazione delle funzioni 
ellittiche e delle equazioni modulari, ci offriranno qui, nel campo ele- 
mentare, notevoli esempii di gruppi semplici. 

Essendo ancora p un numero primo, consideriamo p + 1 lettere 


IX Lo, Lr 3 L90001 


contraddistinte dai p + 1 indici 
(0) RIA O RACASA om 8 


e la formola 


© vit: (modp), 


1) Ricordiamo che nella teoria dei numeri col simbolo frazionario 5 (mod p) 


si intende quel numero infero x che soddisfa la congruenza dx = «a (mod p), che 
esiste ed è unico se d = 0 (mod p). Quando sia d=0 (mod p), ma naturalmente a=0, 
a 
db | 
elementari sulle congruenze, obbediscono alle medesime leggi delle ordinarie; 
di queste proprietà ci serviamo ripetutamente nel testo, 


s’ intenderà per — il valore 0. Queste frazioni, come si rileva da considerazioni 
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dove a, B, Y, è sono numeri interi qualunque, tali però che sia 


dà una effettiva sostituzione sui p + 1 indici (a), perchè la (I) trasporta 
allora, come subito si vede, indici diversi in indici diversi. Si noti che 
i numeri a, {, x, è nella (I) sono presi non in modo assoluto, ma soltanto 


rispetto al modulo p. La (I) non rimane alterata scrivendola 


I 


, ravktdr 
ta vs ttÈ  modp), 
con » intero qualunque, purchè sia = 0 (mod p). Viceversa due sostitu- 
zioni (I) sono identiche allora soltanto quando i coefficienti @, 8, Y, d 
dell'una siano proporzionali (mod p) a quelli dell’altra. Il determinante 
A=ad-" della (I) si cangia nella (I1*) in 7° A e rimane quindi resi- 
duo o non residuo quadratico (mod p) a seconda del carattere di A. Se A 


$ i UA A 
è residuo, se cioè, col simbolo di LEGENDRE, (I = +1 potremo rendere 


rA=1 (mod p) 
13 . MAGA 
e se À è non residuo, cioè Ù) = — 1, potremo fare 


rA=q (mod p), 


essendo 9g un non residuo fisso. 

La totalità delle sostituzioni (I) è quindi identica a quella che si ot- 
tiene facendo percorrere ad 2, f},, è tutti i numeri che soddisfano alla 
congruenza 


(9) ad —B{=1 (mod p), 
o all'altra 
(9*) ad —BY=9 (mod 7). 


Due sostituzioni (I), che soddisfino alla (9) o alla (9*), saranno iden- 
tiche soltanto quando i nuovi valori e, Bf, , © di «, £, y, è soddisfino le 
congruenze 





I 
| 


al +a, 63 





-+B,{=+13d =+ò (mod p). 
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Tutte le sostituzioni (I) formano un gruppo poichè, se si ha: 


I ov B SIP da 


Mae 





PAST DIRI 





(mod p), 
ne segue 
| mea (da +B)v+(B+8d) 

(ao) Cpt 00) 


Indicando simbolicamente la sostituzione (I) con 


KE 5 
bj 
"> Ò 
si vede che due sostituzioni (I) si compongono in una sostituzione della 
medesima specie secondo la formola 


(ID) da (e o) ( +1, pa + DD 
VIOFAIAIRÒ: RE at+1d, Bf +38" 
onde si vede che: < determinante della sostituzione composta è eguale al 
prodotto dei determinanti delle componenti. 
Il gruppo delle sostituzioni (I) sui p+1 indici (a) si dirà il gruppo 
lineare totale. Si tratta in primo luogo di valutarne l’ ordine, per il che 
basta contare quante soluzioni distinte, e non opposte in segno, hanno 


le congruenze (9) (9*). 
Ora si osservi che, nella (9) p. e., se 





(mod p). 


\.=0. (mod p), 


possiamo dare a f qualunque valore, ad a qualunque valore, escluso a = 0, 
(mod ») e dal valore di « risulta individuato quello di è; dunque la (9) ha 


p(p-1) soluzioni conx=="0 (mod p). 


«Se poi yXZ0 (mod p),si può dare sì ad « che a è valori arbitrarii 
e fissati «, è è fissato anche 6, onde la (9) ha: 


P°(p-—1) sostituzioni con 0 (mod p). 
Il numero totale delle soluzioni della (9) è dunque 
pio l)atep = 1)=p(pebp1) 


e lo stesso vale evidentemente della (9*). 
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Ma poichè due soluzioni opposte danno la medesima sostituzione (1), 
abbiamo il risultato: 
Il gruppo lineare totale (1) contiene 


D(p°-1) 
sostituzioni. Lo indicheremo per ciò con Gy ,?_ ). In questo gruppo le so- 
stituzioni che soddisfano alla congruenza (9) formano evidentemente 
un sottogruppo invariante d’indice 2. 
Questo gruppo Gp p2— n; definito dalla formola 





(III) DAT ad-gB{="1 (modp), 


si dirà il gruppo lineare speciale od anche il gruppo modulare *). 
Osserviamo ora che: è gruppo lineare totale è triplamente transitivo 
sulle p+ 1 lettere. E infatti, se è, %, 2 sono tre indici qualunque diversi, 


la. sostituzione 
' [ SISI) Y riuri k 
Vv vee susa x = 
l-k v—1 








trasporta rispettivamente gli indici è,%, in 0, 0, 1. Come il gruppo 
metaciclico, anche il gruppo lineare, ha il minimo ordine compatibile 
col suo grado triplo di transitività. 


$. 40. — Per determinare i diversi periodi che possono offrire le so- 
stituzioni (I) del gruppo lineare, cominciamo dal ricercare se vi sono in- 
dici che rimangono fissi per una sostituzione (I). 

Se x è un tale indice, dovremo avere 


__ac+B 
a Hd-ò 





(mod p) 
cloè 
1X+(î6-a)x—B=0 (mod p). 


Escludendo per un momento il caso 7 ==0, che dà le note sostitu- 
zioni del gruppo metaciclico, la precedente congruenza, moltiplicata per 
4 ’(, diventa 


(0) 12x0+d-a]*=D (mod 7), 


1) Quest’ ultima denominazione proviene dalla teoria delle equazioni modulari 
per le funzioni ellittiche. 
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ove si è posto 
(11) D=(0-a° +48 =(1+d°—44A. 


Ed ora distinguiamo tre casi: 

a) Sia D="0 (mod p). Allora la (10) ha una sola radice e però la 
sostituzione lascia ferma una lettera, spostando tutte le altre. La sosti- 
tuzione dicesi parabolica. 


i Hi 
5) Sia D=0 (mod p) e D residuo quadratico di p, ossia (7) = +1 


La (10) ha allora due radici distinte e la sostituzione, che lascia ferme 
due lettere spostando le rimanenti p — 1, dicesi elli/tica. 
c) Sia D=0 non residuo (mod p), cioè 


(7) 3A o 
È : 

La (10) non ha allora radici e la sostituzione, che sposta tutte le p + 1 
lettere, dicesi iperbolica. 

Nel caso escluso ==0 (mod p) la (I) appartiene al gruppo meta- 


ciclico e lascia fisso l'indice co e nessun altro indice se a = è (mod p) 
cioè se D=="0 (mod p), invece un secondo indice se a— è == 0, nel qual 


caso (7)= +1. La sostituzione è parabolica nel primo caso, ellittica 


nel secondo, onde vediamo che il caso {==0 rientra nel caso generale. 
Determiniamo ora successivamente il periodo delle tre diverse specie di 
sostituzioni in Gy? » osservando che due sostituzioni affini nel gruppo 
($. 25) appartengono evidentemente alla medesima specie. 

a*) Sostituzioni paraboliche. Se la sostituzione S in discorso lascia 
ferma x;, prendiamo in G una sostituzione T che porti x, in x, e la so- 
stituzione T ST sarà evidentemente una sostituzione parabolica che 
lascia ferma x, ed avrà quindi la forma 


V==y+d. 


E poichè S e T-ST hanno il medesimo periodo ne concludiamo: 

Le sostituzioni paraboliche hanno il periodo p. 

b*) Sostituzioni ellittiche. La S lasci fermi i due indici x;, xx e sia 
T una sostituzione di Gr, ,2_ ,) che porti x,, x in, %,;laTST avrà 


la forma 
v==4 (mod p) 
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ed avrà per periodo quel divisore di p—1 cui appartiene a. Dunque: 
Le sostituzioni ellittiche hanno un periodo divisore di p-—1. 

c*) Sostituzioni iperboliche. Una sostituzione iperbolica sposta tutte 
le p+ 1 lettere e noi dimostriamo che, ove si decomponga in cicli, con- 
terrà in ogni ciclo il medesimo numero di lettere, onde seguirà subito 
il teorema: Le sostituzioni iperboliche hanno un periodo divisore di p + 1. 

Decomponendo la $S iperbolica in cicli si abbia 


DE= AAA 


Se l’ordine » di C, fosse minore dell’ordine s di C, la S”, senza 
essere l’identità, lascierebbe ferme » lettere, ciò che è impossibile se non 
è y=2. Ma allora la S contiene un ciclo di 2.° ordine ed è affine ad una 
sostituzione (iperbolica) S, che contiene il ciclo (0 0); questa S,, avendo 
l’espressione analitica 


LI 


y= (Mmodp), 


è a periodo 2, quindi anche la S, e tutti i cicli di S sono di 2.° or- 
dine c.d. d. 


S. 41. — Mi è già visto come nel gruppo lineare totale sia conte- 
nuto, quale sottogruppo invariante d’indice 2, il gruppo modulare (III): 


(III) = 18 aò-B{=1 (mod p). 





Si noti che il gruppo modulare è doppiamente transitivo. E infatti la 
sostituzione 


i _kv+(k01-1) 
ai IS 


di questo gruppo porta gli indici 00, 0 in X,#-, che sono due indici 
qualunque. 

Per prepararci a dimostrare, come faremo nel prossimo S., che il 
gruppo modulare, appena p > 3, è semplice, è utile osservare che /° 2n- 
tero gruppo modulare si può generare mediante le due sostituzioni elementari 


sana r=( di) 
muiven INTANTO A 
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ossia 
SATO my =— (modp). 


Cominciamo per ciò dall’osservare che con S, T sì compone la so- 
stituzione 
0 
SA ) i 
El 


Nel gruppo Y generato da S, T esiste dunque qualunque potenza 


di S o di S; indi 
1, d 
o ; cc 
(E ) =( o) 


e però 
1, d 
SERA 
\c1+bc/ 

con d,c qualunque. Preso c in guisa che sia 6 c =— 1 (mod p), avremo 
dunque in 

( A 

sap 


con è qualunque=0 (mod p), come anche 
0 le di _ 3 si de 2) 
fr, RNA 


%, 
Ora prendiamo una qualunque sostituzione ( 5) del gruppo modu- 
1 


lare; se è a=="0 (mod p) si ha 


ma 


e" dv <A, “PA Cad ai TL] dà a 
PÒ : La COR ho atri Mise co 
Li RAD Pi RE ERI 
mi mn ao 
è y ta Ta NI. 
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; B 
FAO 
mente una sostituzione qualunque (III) con 8="0 (mod p) è data da 


0,0 ) 

(a 
(0 N_ 1:80 (2,0 
OA E (i » Rio) 


e le due sostituzioni a destra sono in T, vi è anche ( ) 


3% 
Siano ora a==0, B=0 (mod p). Siccome 


e le componenti a destra sono in T, quindi anche ( ) Simil- 


e siccome 


Le d (i 3 =(* B+ma 
(0, RSA NIE Ai sini 
basta determinare m dalla congruenza 
ma+B=0 (mod p), 


per avere a destra una sostituzione con B="0 (mod p), quindi di T. 
Così il nostro teorema è dimostrato. 

Delle due sostituzioni S, T generatrici del gruppo modulare la prima 
è parabolica e la seconda è ellittica, ovvero iperbolica secondo che 


E —1 I, 
(3) = + 1, ovvero (3) = — ], cioè secondo che p==1, ovvero p=="3 


(mod 4). Si vede inoltre facilmente che S, T sono ambedue pari. Per 
la prima, che è a periodo p, ciò è evidente. Per la seconda basta os- 
servare che, se p="1 (mod 4), essa è ellittica e si decompone in 


PIPE cicli di 2 lettere; se invece p==3 (mod 4), è iperbolica e consta di 


2 
DELE Da 
cicli di 2 lettere. Il gruppo modulare contiene adunque tutte so- 


i 


stituzioni pari, laddove il gruppo lineare totale ne contiene anche delle 
dispari, come la 
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essendo 9g radice primitiva (mod p). Come sostituzioni generatrici del 
gruppo lineare totale potremo quindi prendere le tre seguenti 


01 ‘9.0 
s=(0 1) T=( b) I li 
OSE SAP, 001 


$. 42. -- Andiamo ora a dimostrare l'importante teorema: 


2_ 
Il gruppo modulare TV di PROIE sostituzioni sopra p+1 lettere è 


semplice, appena p > 3. 

Per p=3 il teorema non vale perchè il gruppo modulare non è 
allora altro che il gruppo alterno su 4 elementi. 

Supponiamo che in l' esista un sottogruppo invariante H. Essendo T 
doppiamente transitivo, sarà H almeno una volta transitivo; giacchè da 
una sostituzione di l 

EAT I 


trasformata con una conveniente sostituzione di I, si può ottenere una 
nuova sostituzione 


(DES (CEE SARO I 


(ce) 


di H che trasporti la lettera x, in un’altra qualunque 2,. L’ordine di H 
dovrà dunque essere divisibile per p+1. Ciò premesso, dimostriamo suc- 
cessivamente : 

1.9) H non può contenere sostituzioni paraboliche. 

Sia h una sostituzione parabolica di H che lasci ferma ;; trasfor- 
mandola con una ‘ di F che porti x; in «,, otterremo in H la sostitu- 
zione parabolica 

ESRI 


che lascierà ferma «, ed avrà quindi la forma 
LE 
h,= ( ) 0 od p). 
1 017 (E=0 (mod p) 


Tutte le potenze di %, e in particolare 


last È 
Osti 


saranno in H. 
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Ora H, essendo invariante in Y, se contiene una sostituzione 
9 
30 


contiene anche le trasformate per mezzo di T, S cioè 


si ( 0) 40 


LAT 


Contenendo ( 
0:*1 


) con qualunque, H contiene anche 
1 ee 760 
T ) T= ( ) i 
060] SIA] 
(ea O, 1 
\ ) — E 
DEA One FIRE 
Dunque H, contenendo le sostituzioni elementari S, T, coincide con F 
Codi.0, 
2.9 H non può contenere sostituzioni ellittiche. 
Se H contiene una sostituzione ellittica ne conterrà anche, a causa 


della doppia transitività di I, una affine che lascerà fermi gli indici 0, oo 
ed avrà quindi la forma 


indi 


AGO 
h= Ì 


Qin 
In H si troverà anche 


b=S18=(5) a 5 


0, a 


e per ciò anche 


Y =( OA 
SAI ) 


che è parabolica. Dunque H coincide con T. 
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3.9) Resta dunque soltanto da vedersi se con sostituzioni tutte iper- 
boliche si può comporre un sottogruppo H invariante in T. L'ordine di 
H essendo divisibile per p + 1 indi per 2, esiste in H una sostituzione 
(iperbolica) a periodo 2 e quindi una affine contenente il ciclo (0 00); 
questa avrà dunque la forma 


0 .f 
a 


e, perchè 7 è iperbolica, dovrà essere 


SES 


quindi intanto p == 3 (mod 4). In H avremmo altresì 


CE pati 
MTAT (0 i ) 
SME O 


=(0 10): 


la quale è ellittica se non è l’identità. 
Dunque è B'=="1 (mod p) e per ciò, essendo p = 3 (mod 4), sarà 
B== + 1 (mod p), onde È coincide necessariamente con 


e però 


Insieme a T avremo in H qualunque sua trasformata 


Do ag ( 0, i) %, E a) 
NERO] ut Rat (i 8/ \-(+8), ax+B8/ 
purchè sia | 

cà —B{=1 (mod p). 


Prendiamo 
AES Lanzoni; 
(a+B8=0 
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cioè 2a=1, 2B=-1, indi a°+f°=2% e sarà 


OSO 
v=( | 
-2,0 
sicchè, per quanto sopra si è visto, avremo 


= +1 (mod 0), 


onde necessariamente vale il segno inferiore e si ha p=3 c.d. d. 
Si osservi che pei valori 


nea I 
il gruppo semplice modulare è dei rispettivi ordini 


60, 168, 660. 


Il primo è oloedricamente isomorfo col gruppo alterno su 5 lettere 
($. 29), gli altri due sono i tipi di gruppi semplici già citati al $. 28. 

Terminiamo queste ricerche sul gruppo modulare col dimostrare il 
teorema seguente, che è importante nella teoria delle equazioni modulari : 

11 più ampio gruppo di sostituzioni sui p+1 indici 0, 0,1,2,...Pp-1, 
nel quale il gruppo modulare I sia contenuto come sottogruppo invariante, 
è il gruppo lineare Gp? )) è 

Sia U una sostituzione sui p + 1 indici che trasformi I in se me- 
desimo: 


[Uipnioli BU EER 
Combinando la U con una conveniente ,, sì avrà una sostituzione equi- 
valente 
Ui —_ sp U 
che lascia fermo l’indice o, e sarà ancora 


Ual 


Le sostituzioni di I° che lasciano fisso l’indice co sono quindi tra- 
sformate da U, in altrettali sostituzioni, cioè U, trasformerà il gruppo 
semi-metaciclico 


v=ay+d (mod p) (1) + 1 


b) 


in se medesimo e quindi la sostituzione S = (i j 
bi 


) in una sua potenza. 
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Dunque la U, sarà nel gruppo metaciclico ($. 36) ed U apparterrà 
in conseguenza al gruppo lineare G,,,2_ ) c. d. d. 

Per le medesime ragioni è chiaro che il gruppo lineare stesso non 
è contenuto come sottogruppo invariante in alcun gruppo più ampio. 


CapiroLo IV. 


Gruppi finiti di sostituzioni lineari sopra una variabile. — Loro rappresentazione 


geometrica come gruppi dei poliedri regolari. 


S. 43. — Una interessante applicazione della teoria generale dei 
gruppi sì trova nella determinazione di tutti i gruppi possibili finiti 
di sostituzioni lineari sopra una variabile, che formerà l’oggetto del pre- 
sente capitolo. 

Consideriamo una variabile £, che assume tutti i valori reali e com- 
plessi e le sostituzioni lineari 


pi 44 4-B 
dove i coefficienti 2, f, , è sono costanti qualunque complesse, colla con- 


dizione però che il determinante 2 3 — 8‘ della sostituzione non sia zero, 
condizione necessaria affinchè la (1) rappresenti un’effettiva sostitu- 


) È É (5) i 
zione !). Indicando simbolicamente la sostituzione (1) con ( di si vede 
Ts 


Ù 


x U 
9 ho 


x” Ù SI) 
8) Ù 


Vor 
guite, si compongono nella terza (Cf. $. 39): 


(a) i CCIAA 
FOCA RA Ca ema Aa Se 


Le sostituzioni lineari (1) sono operazioni che soddisfano a tutte le 


subito che due sostituzioni ( ) successivamente ese- 


leggi fondamentali enunciate al $. 15, che permettono di considerare 
gruppi finiti od infiniti di queste operazioni. Tanto si deduce subito 


1) Se fosse 4è — Bj=0, il 2.° membro della (1) sarebbe indipendente da 2, 


a PETS 
di 7% 
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dalla legge (a) di composizione, ovvero @ priorè dal significato delle 
operazioni stesse 1). 

Ci proponiamo di costruire tutti i possibili gruppi finiti di sostitu- 
zioni lineari (1). Come esempio effettivo di tali gruppi citiamo quello, 
ben noto in geometria, dei 6 valori del rapporto anarmonico per quattro 
elementi di una forma geometrica di 1.* specie. Detto 4 uno di questi 
valori, i 6 valori sono 











1 
z,1—4—, 
2 


e queste 6 sostituzioni lineari formano evidentemente un gruppo ?). 
Cominciamo dall’ osservare che se nella (1) si cangia linearmente la 


variabile 2 in 
FAI ATRI ARE Coi 
ROBI 


e colla medesima sostituzione la variabile trasformata #' in 


sarà Z legata linearmente a Z' dalla sostituzione 


TACHIRE noia dA SR TR 
dis, ( vi ( ) } 
xi d SITO Gt di 
Se consideriamo un insieme di sostituzioni (1) che formino un gruppo G, 
cangiando linearmente la variabile avremo il gruppo trasformato 


UNI dA 
Pl ea ( 2 ) G ( 9 ) 
CL bd 
che riguardiamo come appartenente al medesimo tipo di G. Il nostro 


problema sarà quindi quello di determinare tutti i tipi possibili di gruppi 
finiti di sostituzioni lineari. 





) Una sostituzione (1) può riguardarsi come un'’ordinaria sostituzione ; sol- 


tanto gli elementi che la sostituzione permuta fra loro invece di esser in nu-. 


mero finito sono in numero infinito, anzi formano la doppia infinità dei valori 
complessi di 2. 


?) Nella successiva classificazione ($. 45) questo apparirà come gruppo die- 


drale per n=3. 


A Pt è RL, p 
ed aa ix I 
x Vea su patria Pe pt 
A N e Et Tenta Pao 


CAO ee Tn 
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A fondamento della nostra ricerca poniamo le osservazioni seguenti. 
La sostituzione (1) lascia fissi due valori della variabile complessa e, 
cioè le radici della equazione 


rta. 124+(0-a2—B=0, 


che possono essere distinti o coincidenti. Non fa eccezione il caso in cui, 
essendo {= 0, la (2) si riduce al 1.° grado; allora uno dei poli è in z= oo 
ao 


DEL o, DIRI. 0) 
sostituzione ( o) ha i poli 2,, 2: e la 
SCR? 


è) 


e l’altro in che è distinto dal primo se 2 +. È chiaro che se la 


db 
) trasporta 2,, 4, in 


è) 


76 da (i ) Wise D 
(e RrAaÒ 0 


£1, €, la trasformata 
b) 9 


avrà i poli #,, 2». Ora dimostriamo il teorema: 


Ogni sostituzione lineare (1), che fa parte di un gruppo finito G, ha 
necessariamente è suoi due poli distinti. 

Basterà dimostrare la cosa per una conveniente sostituzione trasfor- 
mata. Ora questa si può sempre scegliere in guisa che uno dei suoi 
poli sia in z= © e, se avesse i poli coincidenti, sarebbe quindi della 
forma 


#=2+ 8. 
Ma una tale sostituzione, ripetuta m volte, dà 
“=2z+ mp 


e, non avendo periodo finito, non può far parte di un gruppo finito. 


$. 44, — Supponiamo di avere mm sostituzioni lineari 


Ù a 8 + di 
(3) di SERIE] 


(î=1,2,8... m) 


che formino un gruppo finito G. Fra le (3) figurerà naturalmente l’iden- 
tità; supponiamo che sia 


ai; 3) meri È +) 
DE d, Si Qi i 
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cioè 4, (2) =. Ciascuna delle nm —1 sostituzioni rimanenti ha due poli 
distinti, onde il numero totale N dei poli delle sostituzioni di G sarà 


N=2(m-1), 


quando naturalmente si conti ogni polo tante volte quante sono le sosti- 
tuzioni del gruppo, esclusa l'identità, che lo hanno per punto fisso. 

Sia ora 2=% un polo comune a y sostituzioni di G, l’identità com- 
presa, e siano 


(4) di (e); da (e)... dv (0) 


queste y sostituzioni, talchè sia: 


i=% (A, k=4%(1...k=% (@. 


Segue subito da ciò che le y sostituzioni (4) formano un sottogruppo 
di G; poichè da 
k=%(), k=9,() 
segue anche 
k= (91). 

Ma ora dimostriamo l'importante teorema: 

ll sottogruppo F di G formato dalle v sostituzioni (4), che hanno un 
polo k a comune, è un gruppo ciclico, cioè è formato dalle ‘€ BORA di una 
conveniente sostituzione (4) a periodo v. 

Cangiando linearmente 2, si può intanto trasportare il polo K in z = 0 
dopo di che le (4) assumeranno la forma 


(4%) (2) =, A) = ee 20000] 


Ripetendo y volte una qualunque di esse, deve ottenersi l’identità e 
però si ha 


cioè i moltiplicatori 


e= 1, E2, £3...E, 


delle sostituzioni (4*) sono tutti radici v'" dell’ unità e, se proviamo che 
sono tutti diversi fra loro, saranno le potenze di una medesima radice 
primitiva v” dell’unità. Intanto, cangiando 2 in 2 + costante, possiamo 
rendere una delle c p. e. c°=0; dico allora che ogni altra c p. e. 63 
risulterà nulla. Infatti da | | 


Yo (e) =, vg =s+ I 
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deduciamo 


do (43 (2)) = 2532 +26 

ds (ds (2)) = 208246 
e, componendo la prima coll’inversa della seconda, avremmo in T la so- 
stituzione 


— 1) C3 


Co €93 


pela 


che non avrebbe periodo finito se non fosse c3=0. Dopo ciò le sostitu- 
zioni (4) prenderanno la semplice forma 


bro) era (= 12000), 


onde le e saranno tutte diverse fra loro, quindi potenze di una mede- 


sima e = dr ciò che dimostra il teorema. 

Risulta di più dalla nostra discussione: 

Tutte le sostituzioni del sottogruppo ciclico V hanno non solo il primo 
polo, ma anche il secondo a comune. 

Stabiliamo ora la nozione di poli equivalenti. Se k è un polo e 4 una 
qualunque sostituzione di G, sarà anche &#' = 4 (7) un polo e precisamente 
sarà polo comune alle sostituzioni del sottogruppo I' trasformato di T 
per mezzo di %. 

I due poli %, %' si diranno allora equivalenti rispetto al gruppo G 
ed è chiaro che due poli equivalenti ad un terzo sono pure equivalenti 
fra loro, onde potremo ripartire i 2 (m— 1) poli in classi, ponendo nella 
medesima classe 1 poli equivalenti. 

Essendo X un polo d’ordine y, comune cioè a y—'1 sostituzioni di G, 


oltre l’identità, vediamo che nella classe di X vi sono precisamente mn 


poli tutti dell’ordine v. E infatti in G vi sono v sostituzioni soltanto, quelle 
del sottogruppo ciclico T, che lasciano fermo %, onde % è portato dalle 


. . . . . N . . . 
sostituzioni di G in — posti diversi (X compreso). 
V 


Se supponiamo dunque che i poli si ripartiscano in r classi con poli 
delle rispettive moltiplicità 


Vi, Vas ceo0Vr, 
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nella classe dei poli di moltiplicità vw; avremo precisamente 


m 
miro 


poli. Dovremo quindi avere 


i=r 


> = (4-1)=2m_2, 


«==l 


OVVero 
cf CNR 9 
(A) Dil ari. 


E questa l’equazione fondamentale d’analisi indeterminata che ci 
servirà a risolvere il problema proposto. 


$. 45. — Per trovare tutte le possibili soluzioni dell’equazione fon- 
damentale (A) procederemo nel modo seguente ‘). In primo luogo osser- 
viamo che il numero r sarà > 1 e non supererà 3. E invero se fosse 
r=1 il primo membro della (A) sarebbe < 1, mentre il secondo, es- 
sendo m > 2, sarebbe _> 1. Nemmeno può essere y > 4, perchè il 1.° 


10% i 1 
membro della (A), constando allora di 4 termini almeno ciascuno > +, 


sarebbe > 2 mentre il 2.° membro è < 2. Dunque avremo necessaria- 


mente 
pr. DUOVVero wa = 90 


1.° caso r=2. La (A) diventa 


1 x TRI i 
Vi Va m 
essendo v,, v, divisori di m, si ha necessariamente 


Viva ri 


Si ha dunque una prima soluzione della (A): 
I) m qualunque, v,=v,=m. 
2.° caso r=3. La (A) diventa 


(B) P+p+1=1+i. 


1) KLEIN. — Ikosaeder. 
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Uno almeno dei tre numeri v,, v:, v3 deve essere = 2, perchè altri- 
menti il 1.° membro della (B) sarebbe < 1. Facciamo dunque v;=2 e 
rimarrà 


(0) Lpici+ti 


Vo Va v mo 


i TIZIA Pr 

Se un altro dei numeri y è = 2, p. e. v=2, resta %=37 e sl ottiene 
una seconda soluzione della (A) 
ben =2%:v=2, ve=2, va=n (n qualunque). 


Siano in fine v > 2, vw > 2; allora uno dei due sarà =3, perchè 


se fosse v > 3, v > 3 il 1.° membro della (C) sarebbe < . . Poniamo 


Sean 
dunque che sia vyy=3 e rimarrà 
11? 
eo m 


v3 


per cui sarà certamente v; < 6 e facendo successivamente 


VER e: Rei 
troviamo le nuove soluzioni 
(III) EA IS 
(IV) (N SII: SLAM NI 
(V) EZIO SINESTRO 


Così sono trovate tutte le possibili soluzioni della (A). Dimostreremo 
poi che a ciascuna di esse corrisponde uno ed un sol tipo di gruppi di 
sostituzioni lineari. Questi gruppi, per una ragione che fra breve si 
vedrà, portano i seguenti nomi: 


Tipo I) gruppi ciclicì (o della piramide regolare). 

Tipo IL) gruppi diedrali (o della doppia piramide). 
| Tipo III) gruppo del tetraedro. 

Tipo IV) gruppo dell’ottaedro (0 del cubo). 

Tipo V) gruppo dell’ isocaedro (0 del dodecaedro). 


$. 46. — Possiamo subito procedere alla effettiva costruzione dei 
gruppi dei primi due tipi. 
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In un gruppo G, del primo tipo d’ordine », avendosi yy =v,= n, 
esiste ($. 44) una sostituzione S a periodo » e il gruppo G, è il gruppo 
ciclico 

Gi LISSONE 

Alla sostituzione S, cangiando linearmente la variabile, si può dare 

la forma normale ($. 44) 


gi =, 


essendo e una radice primitiva #”“ dell’unità. Dunque: Un gruppo del. 
tipo I) sì può rappresentare amaliticamente così: 


7 7 , LES I 4 
a) PASSARE 





Consideriamo ora un gruppo Gm del tipo II) con 
m=2%,Vy=V=2, >= 
A causa di yy =» esso possiede un sottogruppo T, d’ordine x del 


tipo I), cui potremo dare la forma normale a). 
Sia ora T una sostituzione di Gy fuori di I; avendosi 


GEE 


come anche 
(= (EE 


sarà necessariamente ST= TS" per un conveniente valore di r, cioè 


Tei Sdi = 
Se supponiamo che sia 
Pi RO A & + B 
Tin 4 d 
l’espressione analitica di T, dovremo avere identicamente 
cesta ia 
eezt+ò © 1ae+ è” 
onde risulta 
n= d==205 


nt 
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ovvero B="== 0. L'ultimo caso è da escludersi perchè allora T avrebbe 
come S la forma moltiplicativa 


2=kt 


e conseguentemente ($. 44) G», sarebbe un gruppo ciclico, cioè del tipo I). 
La T avrà dunque la forma 


e mutando # in a 2, ciò che non altera la forma 2 = e 2 di S, potremo 
«dare a # un valore fisso qualunque p. e. X= — 1. Così dunque: Un gruppo 
del tipo II) d'ordine 2n sì può porre sotto la forma normale 


D) geetg,g = —— 


Queste 2 » sostituzioni 2) formano inversamente, come è chiaro, un 
gruppo del tipo Il). 

Per la costruzione dei gruppi dei tre tipi rimanenti è utile che di- 
mostriamo ora il teorema seguente: 

Se un gruppo G di sostituzioni lineari sopra una variabile contiene un 
sottogruppo ciclico Vl invariante, il gruppo G stesso appartiene al primo 
od al secondo tipo. 

‘Possiamo supporre che sia I il più ampio sottogruppo ciclico inva- 
riante di G. A questo gruppo I daremo la forma normale a) 


TREAT 
Ogni sostituzione di G, dovendo trasformare [' in se medesimo, avrà, 
per quanto sopra si è visto, l’una o l’altra delle due forme 


Ù } k 
arto gia — 
2 
Se vi fossero in G sostituzioni della 1.* forma, oltre quelle di I°, le 
sostituzioni di G di questa forma moltiplicativa formerebbero un sotto- 
gruppo ciclico invariante più ampio di I° contro l'ipotesi. D'altronde 
se T, T' sono due sostituzioni di G fuori di T': 


} k / Lio 
(0 Ari INISZZEE 2 
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la TT ha la forma moltiplicativa 


ed è quindi in l. Dunque tutte le sostituzioni di G si ordinano rel 
quadro , 


(TEO ti 


finti T SENSE 


e G appartiene quindi al secondo tipo. 


S. 47. — Gruppo del tetraedro. Per un gruppo del tipo III) abbiamo 
M=12 = 250000100 


In questo gruppo del 12.° ordine il numero dei sottogruppi del 3.° or- 
dine, a causa del teorema di SyLow, sarà 1 o 4. Il primo caso sì esclude 


subito perchè allora G,, conterrebbe un 3 invariante e apparterrebbe 


quindi al tipo I) o II). Avremo dunque in G,; quattro sottogruppi 
H, HH; H, 


del 3.° ordine che, trasformati con tutte le sostituzioni di G,, darannno 
luogo ad un gruppo l' transitivo sui 4 elementi H col quale G,, sarà 
isomorfo. Ora l’isomorfismo non può essere meriedrico, perchè se n è 


il grado di meriedria, deve essere 2 (ordine di I) multiplo di 4, onde 


IZ VAI 


Nel primo caso il sottogruppo X di G cui corrisponde l’indentità in l 
sarebbe ciclico del 3.° ordine ed invariante in G, ciò che è impossibile. 
Dunque »=1 e F è il gruppo alterno sui quattro elementi H. Se pren- 
diamo le tre sostituzioni di I | 

(Hi Hs Ha) 
(HH) (H; Hg) 
(H, Ho) (Hz H.), 


colle quali tutto TY si genera, basterà costruire in G,, le tre corrispon- — 


i re 
Li ti db Na Ja 
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denti che indicheremo con S, T, T'. Significheremo questa corrispondenza 
colle segnature 


S Bg (H, Ir H3) 
J a (H, H,) (H, H3) 
To (H, H») (Hz Hj) 


Alla T di periodo 2 potremo dare, cangiando linearmente 2, la forma 
normale ($. 44) 
i Tre =—z. 


Ora si ha TT =TT!) e però T' ha la forma moltiplicativa #=@2 


ovvero l’altra ac . Il 1.° caso è subito escluso perchè T' essendo a 


periodo 2 sarebbe a®* = 1 e T' coinciderebbe con T. Mutando £ in 
x, sì serba a T la medesima forma e si può fare, nell’espressione di 
dea cc108:: 


1 
4 —_ —, 
vero 


Se poniamo 


ie HR H9 (He Hg5 
avremo quindi 





DA 
bo (mil 

Sia ora 
Cini 
«fears 


la forma di S. Osservando che sì ha 


MES ME AS 
ne MANO le identità 














1) Per verificare le relazioni fra S, T, T' di cui ci serviamo nel testo basta 


verificarle, a causa dell’ isomorfismo oloedrico fra G, I°, sulle sostituzioni corri- 
spondenti a destra. 


De, " TSI la et ; 
Ta RE Galia TI 
dda 2, y7 
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da cui 
o 4-0, 6 + ò°—=0 


Lie 
Ne seguono le formole 
fe= tane noie 0 
avendo = il valore 1 o 3. La S avrà dunque una delle quattro forme 


z+1 ran! .8#+ 1 Sx AS rita 
| 2-10 2410 


#—1 Zia ptt 
E siccome una qualunque di queste quattro sostituzioni, combinata con 
T, T', T", dà le altre tre ne concludiamo che il gruppo cercato G,, le contiene 
tutte. Abbiamo così ottenuto pel gruppo del tetraedro la forma normale: 














1 

















c) g=+e,3—,+i 


Si riscontra subito in effetto che queste 12 sostituzioni formano il 
gruppo domandato. 


$. 48. — Gruppo dell’ottaedro. Un gruppo G del 4.° tipo contiene 24 
sostituzioni e quindi un certo numero di sottogruppi del 3.° ordine che, 
servendosi del teorema di SyLow, si riscontra subito nuovamente essere 
— 4 Siano 

H,H:H3 H, 


questi sottogruppi. Per trasformazione con le sostituzioni di G si ottiene 
ancora un gruppo I sui quattro elementi H, col quale G è isomorfo. 
Anche qui l’isomorfismo è oloedrico. Invero il grado » del sottogruppo 
X in G che corrisponde all'identità in F, dovendo essere un divisore di 
6, potrebbe offrire i casì 


I casi n=3, n= 2 sono immediatamente esclusi, giacchè £ sarebbe 
ciclico. Ma nemmeno può essere » = 6, perchè Y conterrebbe un solo 
sottogruppo del 3.° ordine invariante quindi non solo in Y, ma anche 
in G. Ne concludiamo che G è oloedricamente isomorfo col gruppo totale 


T, sui quattro elementi H; esso contiene dunque un sottogruppo Gs, cor- 


nen = a 
life ti nl” di. pre: 
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rispondente al gruppo alterno che è necessariamente del tipo III) !) e 
potremo quindi già supporre ridotto alla forma normale c) del $. prece- 
dente. Per determinare completamente le sostituzioni di G basterà co- 
struirne una fuori del sottogruppo tetraedrale. Scegliamo la seguente 


U a (Hi H, PE H3) 9 
che essendo permutabile con T — (H, Hy) (H: H3) avrà o la forma molti- 
plicativa 


2=az 


o l’altra # = 


®w | 


. Questa seconda però resta subito esclusa perchè U 


sarebbe allora a periodo 2, mentre è a periodo 4. Si ha dunque per 
la U ù 
2=+iz. 

Il segno è indifferente perchè l’una sostituzione nasce dall’altra com- 
binata con T. Dunque per la forma normale dei gruppi del IV.° tipo 
abbiamo 

SIR Mera 3 


d d = dz pre dE - 
) pere «LT È 














(e=0, 1, 2, 3). 
Queste 24 sostituzioni formano in effetto il gruppo richiesto. 


S. 49 — Per costruire i gruppi dell’ultimo tipo, cominciamo dal di- 
mostrare che: Un gruppo Ge del V.° tipo è un gruppo semplice. 

Esso non può certamente contenere come sottogruppo invariante 
un gruppo ciclico ($. 46); ma è facile vedere che non può contenere nem- 
meno come invariante un gruppo G., del tipo II), se pure escludiamo 
per un momento il caso »=2. E infatti un tale gruppo contiene un 
solo sottogruppo ciclico d’ordine x, che sarebbe dunque esso stesso inva- 
riante in Go. Se Tn è un sottogruppo invariante di Gg, e non è 
diedrale con m = 4, sarà dunque necessariamente n. = 12 poichè è questo 
l’unico divisore di 60 che possa essere ordine di un gruppo non ciclico 
nè diedrale. Dunque si avrebbe in Gy un sottogruppo invariante tetrae- 


1) Se fosse diedrale dovrebbe contenere una sostituzione a periodo 6, ciò che 
non è (Cf.anche le osservazioni al principio del seguente $). 


d i LIAISON | MLA 
\ 7 CCIE VE rat 
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drale G,»; d'altronde questo contiene un solo sottogruppo diedrale T, 
che sarà ancora invariante in Gg. Basterà dunque ricercare se tale 
caso può darsi. Possiamo dare alle sostituzioni di I, la forma 


Ora se S è una sostituzione di Gs a periodo 5, trasformando con 
S le tre sostituzioni di T, diverse dall’identità, queste o resteranno 
singolarmente invariate o si scambieranno fra loro secondo una sostitu- 
zione a periodo 5. Quest'ultima circostanza non può darsi perchè non 
esiste una sostituzione a periodo 5 su tre lettere. Dunque la S sarebbe 
permutabile colle tre dette sostituzioni di T:, ciò che subito si vede 
essere impossibile, poichè essendo S permutabile con 2 = —2z e non 
avendo il periodo 2 ma 5, avrebbe la espressione # = ez con e radice 


Mi qui 1 
quinta dell'unità; ma allora non è più permutabile coll’altra # = pari 


Di qui e dal teorema al S. 29 risulta che il gruppo Gw da costruirsi, 
essendo semplice, è oloedricamente isomorfo col gruppo alterno su 5 


lettere 
DIRO 


Basterà qnindi costruire le sostituztoni S, T, U di Gw corrispon- 
denti alle sostituzioni seguenti del gruppo alterno 
S-(abede) 
T_- (be) (de) 
U- (be) (de), 


delle quali le prime due bastano già a generare tutto il gruppo alterno *). — 


1) Pongasi infatti 


A=(abcde), B=(bc) (de), C=(de) (cd); 


si ha 
BA=(abd), C=-=A?BA*BA?B. 


Il gruppo generato da A, B contiene dunque una sostituzione del 5.° ordine A, 
una del 3.° BA e il gruppo del 4.° ordine 


1; B4@B.0i 
onde il suo ordine è multiplo di 4YK5X3 e però = 60. 
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Alla sostituzione ciclica del 5.° ordine S potremo dare la forma 
normale ($. 44): 
Qui 
_S) d=e2 cone=e8, 
cangiando eventualmente la denominazione delle lettere a, 6, c, d, e. Si 
abbia ora per U 





MIRI 
rana 
essendo 
UsssSii=iSEc0 SIU=" DS 


dovremo avere l’identità 


aee+f Que +p 
pezkdi << 1rae+ò” 





indi 
ANIA N AI] 


e poichè, a causa dell'ultima, deve essere fx +0, avremo 


ao=0. d= 


e la U avrà la forma 


Cangiando # in 2, ciò che non altera la S, possiamo fare X= — 1, cioè 
i 
U) & = — Dì : 
Si abbia infine per la T 


TEMAIETA 0 
_ ce+d' 





Da 


a'+bc , b(a+d)\ 
c(a+d) a’+bc ) 


ab+d=0. 


Essendo T°= ( — 1, ne risulta 


Inoltre da TU=:UT abbiamo 


cetd <be-a 
Wai dia 
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onde 
abt+-ed=0, a +e=b 4 d°. 
Avremo dunque 
dA 


a meno che non sia a=d=0, d= —c; ma questo caso è da escludersi 
perchè T coinciderebbe allora con U. Dunque si ha per T 


RA O 
)e=} gun, 





%» 


Ora facciamo uso dell’identità 


UE=S TESS lesa 
che scriviamo 
Wes Das 
e ne ricaviamo 
a—-be (&@a’+:0)2+(1-) ad 
FEDI E (1-e)ab2+ (eb +a) 








da cui 
a' (14°) + d° (2845) = 0 
CIOÈ 
2 RI 
pisa ac s° 


A causa della identità 


+e te tet+t1=0, 


possiamo scrivere 


Possiamo dunque porre a='—e,09=+ (°-°) e siccome, cangiando 
2 in — 2, non si alterano S, U, mentre cangia in T il segno di d, pos- 
siamo prendere senz'altro 


T) TASTO) ELE) 


(e°— e°)2 — (8'- e)” 
Combinando S, T, U e le loro potenze, ne ‘concludiamo che ai gruppi 


del tipo V), o dell’icosaedro, si può dare la forma normale 


pla E) (€09) a 
; = sla e ren "io8\ (LIO FRI 
e CE) 


r,s=0,1,2, 8,4. 


1 Ù 
ui 
TESTA 
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È facile verificare direttamente che queste 60 sostituzioni formano 
in effetto un gruppo. 


S. 50. — Le ricerche dei $$. precedenti ci hanno dimostrato come 
ad ogni soluzione dell’equazione fondamentale d’analisi indeterminata (A) 
$. 44 corrisponda uno ed un solo tipo di gruppi di sostituzioni lineari. 
Questi gruppi possono ricevere una notevolissima rappresentazione geome- 
trica che li collega ai poliedri regolari e dà ragione del nome che hanno 
ricevuto di. gruppi dei poliedri regolari. Per stabilire la indicata rappresen- 
tazione geometrica conviene prima che sostituiamo al piano di Gauss, 
come superficie sulla quale son distesi i valori della variabile complessa 
2, la sfera complessa, ciò che si fa nel modo seguente. Preso un sistema 
di assi cartesiani ortogonali 0, 07, 0€, distribuiamo, al modo di Gauss, 
sul piano £n i valori della variabile complessa 2=%+iy. Descriviamo 
poi, col centro nell’origine, la sfera di raggio = 1, che avrà per equazione 


ELn+8= 1 ’ 


indi riportiamo, colla così detta proiezione stereografica polare, ogni punto 
M==(x, y) del piano equatoriale é‘) in quel punto M'= (é, "7, ©) della sfera 
che è allineato con M e col centro fisso di proiezione o polo 


P==(0,0, 1). 


Per tal modo i punti interni al cerchio equatoriale vengono proiet- 
tati sull'emisfero inferiore, quelli esterni sull’emisfero superiore, mentre 
i punti all’infinito del piano si raccolgono, in proiezione, nel polo P. 

Faremo così corrispondere diunivocamente le posizioni di un punto 
sulla sfera ai valori della variabile complessa 4 e potremo, senza am- 
biguità, nominare un punto della sfera col corrispondente valore di e. 
La sfera rappresentativa si dirà, per abbreviare, la sfera complessa; i 
suoi due polì saranno il centro di proiezione #2 = o ed il polo op- 
posto # = 0. i 

Supponiamo ora che la sfera complessa, girando intorno al centro, 
si muova sopra se stessa; così ogni punto 2 andrà in una nuova posi- 
zione #° e nostro primo oggetto sarà di dimostrare il teorema fonda- 
mentale: 
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Ogni movimento della sfera complessa in se medesima è analitica- 
mente rappresentato da una sostituzione lineare 


YET 
eg d 


sulla variabile complessa. Queste sostituzioni lineari hanno del resto una 
forma speciale, come si vedrà nel prossimo $. 

Volendo dimostrare questo teorema con mezzi affatto elementari, fac- 
ciamo uso delle considerazioni seguenti. 

I movimenti della sfera in se medesima sono operazioni suscettibili 
di composizione giacchè due movimenti, successivamente eseguiti, equi- 
valgono ad un unico movimento composto. Ora diciamo che: Qualunque 
movimento della sfera in se medesima può comporsi con tre successive rota- 
zioni attorno ai tre assi coordinati 0È, 0, 0£. 


Per dimostrarlo osserviamo che qualunque punto 2, della sfera può 


essere trasportato con due successive rotazioni l’una attorno all’asse 08, 
l’altra attorno all’asse 0n, nel polo 2= 200. E infatti basterà con una ro- 
tazione attorno a 0î portare dapprima 4, nel piano meridiano é €, indi 
con una rotazione attorno ad 0n si trasporterà nel polo 2 = co. Ciò posto, 
supponiamo che il movimento U trasporti il polo 2= win 4 e le due 
successive rotazioni Tz , T, attorno agli assi 0É, 0 riconducano 2, in 


z= 00. Il movimento composto 
I ia T, 


lascerà fisso 2 = co e per ciò anche il polo opposto #=0, onde sarà una 
rotazione Ty attorno all'asse 0€. Avremo dunque 


UT: T,=T, 


cioè 
Lac —1 —l 
U=tT, DL dea 


ciò che dimostra il teorema. 


S. 51. — Per trovare la rappresentazione analitica di un movimento 
qualunque della sfera complessa in se medesima basterà, in ordine ai 
risultati precedenti, risolvere la questione per le rotazioni attorno agli 
assl coordinati. Cominciamo per ciò dal trovare le formole di rappre- 
sentazione stereografica polare, cioè le: formole che legano le coordi- 


ROTAZIONI ELEMENTARI a: 


nate x, y di un punto del piano equatoriale con quelle È, n, £ del punto 
corrispondente sulla sfera. Poichè il punto M = (x, y, 0) è in linea retta 
coi due punti 

P==(0,0,1), M=(é, 7,0) 


sì troverà subito 








TE: AR si EA) 

(5) ; EE a NA be gra 
indi 

2 ian 

(6) & 2% | 24 _Lty—1 


ie As e ee 


E utile dare a queste formole un altro aspetto introducendo, insieme 
a 2, la variabile coniugata 














Ein 
o SITI NEISE, 
allora le (6) diventano 
E+20 l&-% 2207 1 
6* — aa se 
(6°) 26,41” Urano 26,41 25,+1 


Ciò premesso, consideriamo : 
1.° una rotazione nel senso positivo di ampiezza 0. attorno all'asse 0. 
Indicando con ($, , €) il punto in cui si trasporta (é, n, ©) dopo il 
movimento, avremo 
&E = È cosa—-nsena 
= È sena+ "cos a 
ATA 
onde 





j _E tom _ (cosatisena) (tim) _ ia, 
PS 1-0 Ri i 


formola che, dando al determinante della sostituzione il valore 1, con- 
verrà scrivere 
(04 5: A 
COS 9 + sen 9 
(0) go 2. 


sl ;sen C 
COS — — È = 
2 3, 





2.° una rotazione d’ampiezza a, in senso positivo, attorno all'asse 0 È. 














pa Age 
e i 
d 4 
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Qui avremo i 
Et À 
‘= ncosa-Ctsena 
C ="qsena+ cosa, 
indi 


SISA (ncosa — E sen 2.) 


1-rsena—C{cosa 
ossia per le (C*) 


,_#+2,+c0s0(2-29)--i sena (220 — 1) 


— 28,+1+isena(2- 2) — cosa(22,- 1) | 


Sopprimendo il fattore 


- > (cos dista ) 
st Dna 


«comune al numeratore e denominatore, troviamo 


o. : o 
COS .£#£+9Sen 


7 2 da 
A ; FI COS 5) 
5 pres 


3.° una rotazione d'ampiezza o attorno all'asse On. 


Ul De. 
t={%cos0a-Esena o 


(Ep Csena+fEcos a, 


e. 
=D 
| 


da cui 
,_  Csena+6fcosa+im 
“— 1-{cosa4+ésena © 


Sostituendo i valori (6*) e sopprimendo il fattore 


(04 O, 
>. (senS Z0 + COS s) l 


comune a numeratore e denominatore, avremo 


Di ta sen a : 
ala cn) 
8 





Avremo qui. 










dei 
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Ora, pel teorema al $. 50, ogni movimento della sfera in sè com- 
ponendosi con tre successive rotazioni rappresentate analiticamente da 
tre sostituzioni lineari (2), (8), (7), è chiaro che anche la rappresen- 
tazione analitica di un tale movimento generale sarà data, come si 
enunciò al $. 50, da una sostituzione lineare 


ER AID 
TEA 


& 


Di più si osservi che in ciascuna delle sostituzioni elementari (2), (8), (1) 
a determinante=1 i coefficienti A, D sono coniugati mentre C è co- 
niugato a —B, ossia indicando con A, By le quantità coniugate di A, B 
si ha 
Az+B 
Ul 
#B= +5, AA biba=<l 
— Boe+Ao - È st ; i 
e poichè due sostituzioni lineari di questa forma si compongono nuova- 
mente in una sostituzione lineare della forma stessa, se ne conclude: 
Qualunque movimento della sfera complessa in se medesima è rappre- 
sentato da.una sostituzione lineare della forma 
Az+B 
, 0 
g= ———;--_ , JA,+-BB=1. 
= De ’ ot 0 
La formola (I) così stabilita è la formola di CAYLEY. 
In ogni movimento della sfera in se medesima, rappresentato dalla 
formola (I), vi sono due punti che rimangono fissi, quelli corrispondenti 
alle radici della equazione di 2.° grado 


Be +(A- A): +B=0. 


Ora se una radice di questa equazione è 2 l’altra è --—, come sì 
0 


vede cangiando è in —è, e siccome, per le (6*), per questo cangiamento 
è, ,6 si mutano nei valori opposti —é, —n, —& sl vede che in ogni 
tale movimento restano fissi due punti diametralmente opposti e il mo- 
vimento non è che una rotazione attorno ad un diametro, proprietà 
ben nota. 

È facile anche vedere inversamente che la formola (1) di CayLEy, 
comunque si prendano le costanti A, B (con AA,+BB;= 1), rappresenta 
sempre un tale movimento. Per una tale sostituzione S infatti restano 
fissi, come si è visto, due punti diametralmente opposti che con un 
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effettivo movimento, rappresentato a sua volta da una sostituzione (I), 
sia T, possono trasportarsi nei poli (0, 0). La sostituzione trasformata 
S1=T ST lascia fissi i poli 0, 00 ed ha la forma (I) con B=0 onde, 


29] 


essendo A A,= 1, potremo porre A=e'3e la S, sarà per la (0) una 


rotazione attorno all’asse 0£, quindi 
S == T Si TE 


sarà ancora un movimento, come abbiamo asserito. 


S. 52. — Insieme a quelle trasformazioni della sfera in se medesima 
che conservano l’eguaglianza diretta delle figure sferiche giova talora con- 
siderare quelle trasformazioni per le quali le figure corrispondenti sono 
inversamente eguali; una tale trasformazione si dirà un movimento di 
2.° specie. Per trovare la rappresentazione analitica di questi movimenti 
si osservi che la formola #' = 2, rappresenta, per le (6*), un movimento di 
2.* specie e precisamente una simmetria rispetto al piano E €. Combi- 
nando con questo il più generale movimento di 1.* specie, dato dalla 
formola (I) di CayLEY, avremo la formola 


1°) 1=GE4 


meno AA + BBo= 1, 


che ci rappresenta il più generale movimento di 2.* specie. Fra questi 
movimenti (I*) meritano speciale attenzione quelli a periodo 2. Per 
trovarli osserviamo che l’inversa della (I*) è data da 


PI Azo- Bo 
RE BETA 


A 





e coincide colla (I) solo quando si abbia 
B= — Bo ’ 
cioè quando B sia puramente immaginario, ovvero quando sia 


A=pb=Bi=38b0 


Nel 1.° caso cercando quali punti della sfera restano fissi, vediamo 
che essi debbono soddisfare l’equazione 


Bz t+Ag-AztBo=0,. 


x 


_ fa _e-ni 


tdi seal è 
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cioè, ponendo 
A=<gr4-da, B=30 


con 4, 4, bd reali e aî+az+0° = 1, all’altra 


b(ezz- 1) — 0(24 2) + S (-2)=0 


che, osservando le (6*), diventa 
(7) i — a5+@Nn1t0î=0, 
equazione di un piano pel centro della sfera. Dunque: ZI ogni movi- 
mento di 2.4 specie a periodo 2 della forma 
s_ Babi 
DOGO 





rimangono fissi nella sfera tutti è punti del circolo massimo nel piano (T). 
Perciò questo movimento non è che una ri/lessione su questo circolo. 
Passiamo all’altro caso 


AA bea 


allora la sostituzione corrispondente 


cangia ogni punto nel diametralmente opposto; essa si dirà l inversione. 
È bene osservare che: Yo ogni movimento di 2.° specie che non sia 
una riflessione nessun punto della sfera rimane fisso. 
Infatti, se rimanesse fisso un punto, lo stesso accadrebbe del dia- 
metralmente opposto e vi sarebbe un movimento affine che lascerebbe 
fissi i poli 0, co; ma quest’ultimo movimento è rappresentato da 


ed è per ciò una riflessione. 


$.53 — Se un certo numero di rotazioni della sfera complessa in 
se medesima formano un gruppo, formeranno pure un gruppo (oloedri- 
camente isomorfo) le sostituzioni lineari che li rappresentano secondo la 
formola (I) di CayLey. Un tale gruppo, quando consti di un numero fi- 
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nito di operazioni, dovrà necessariamente rientrare in uno dei cinque tipi 
studiati nei precedenti $$. Dimostreremo ora direttamente la esistenza di 
gruppi di rotazioni di ciascuno dei cinque tipi e stabiliremo così la 
rappresentazione geometrica cercata 1). 

Consideriamo un poligono regolare inscritto o circoscritto alla sfera 
complessa. Con una rotazione attorno al centro possiamo sovrapporre il 
poliedro a se medesimo e precisamente possiamo portare uno spigolo 
fisso del poliedro sovra un altro spigolo qualunque in due modi diversi. 
Il numero N di queste rotazioni distinte (l’identità compresa) è quindi 
eguale al doppio del numero degli spigoli ed è evidente che queste ro- 
tazioni formano un gruppo, perchè sono tutte e sole quelle che ripor- 
tano il poliedro in se stesso ?). 

Dei cinque poliedri regolari basta considerarne tre soltanto poichè 
due poliedri polari l'uno dell’altro, cioè l’ottaedro o il cubo e l’icosaedro 
o il dodecaedro, danno luogo al medesimo gruppo, come si riconosce 
subito osservando che i piani tangenti nei vertici di un poliedro iscritto 
sono le faccie del poliedro polare. Avremo quindi tre gruppi di rota- 
zioni corrispondenti rispettivamente al tetraedro, all’ottaedro ed all’ ico- 
saedro con 12, 24 e 60 rotazioni; questi sono, come ora verificheremo, 
i gruppi dei tipi III), IV), V). Ma possiamo anche facilmente trovare i 
gruppi di rotazioni corrispondenti ai tipi I) e II). Si considerino perciò 
i solidi seguenti: 

1.° una piramide regolare con un numero qualunque n di facce late- 
rali, la cui base sia inscritta nel circolo equatoriale, e col vertice nel polo 
z= 00 della sfera. 

2.° una doppia piramide regolare ottenuta riunendo alla precedente pi- 
ramide la simmetrica rispetto al piano equatoriale. | 

Il primo solido sì sovrappone a se medesimo per un gruppo (ciclico) 


i lato: î : <A gr 
di rotazioni, che ha una rotazione generatrice S d'amplitudine = at- 


torno all’asse polare. 


i) Potremmo dedurre il risultato anche dalle forme normali date ai gruppi 
dei cinque tipi poichè le loro sostituzioni, ridotte a determinante = 1, acquistano 
appunto la forma (I) di CAyvLEy. 

2) L’ordine N di questo gruppo si può anche valutare dal numero L dello 


facce supposte m — latere o da v dei vertici con angoli solidi » — lateri ; si avrà 


N=fm=wvn=281 
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Il secondo solido, oltre che dalle precedenti rotazioni, è ricondotto 
in se stesso dalle » rotazioni d’ampiezza = x (ribaltamenti) attorno agli 
assi che dal centro vanno ai vertici ed ai punti medii dei lati della base 
comune delle due piramidi. 

I gruppi corrispondenti appartengono appunto, come è chiaro, ai 
tipi I) ID. 


$. 54. — Esaminiamo ora come nei gruppi di rotazioni dei tre po- 
liedri regolari si realizzano geometricamente tutte le circostanze che 
già nell’enumerazione dei vari tipi di gruppi abbiamo analiticamente 
riconosciuto. 

Il gruppo tetraedrale consta di 2 XX 6=12 rotazioni fra le quali 
figurano 3 rotazioni a periodo 2 attorno alle tre congiungenti i punti 
medii delle costole opposte; queste tre congiungenti incontrano la sfera 
in 6 punti che figurano appunto come i poli di 2.° ordine corrispon- 
denti a y,=2. Abbiamo poi 8 rotazioni a periodo 3 attorno alle quattro 
congiungenti 1 vertici coi punti medii delle facce opposte e i poli di 
queste rotazioni sì dividono in due classi di poli equivalenti, cioè: i 4 
vertici ed i 4 punti diametralmente opposti, corrispondentemente ai valori 
ezio, Va =.9, 

L’isomorfismo del gruppo tetraedrale col gruppo alterno su quattro 
elementi è reso qui evidente dal fatto che i quattro vertici (o le quattro 
facce) vengono permutati fra loro in 12 modi diversi dalle rotazioni 
del gruppo. Si può anche rappresentare analiticamente il gruppo sui 
quattro vertici, distinti cogli indici 


oo? 
come gruppo modulare per p=3 ($. 41) 


DSS ov+ fp 


= da) 
vt+tò È 





B{=1 (mod 3). 





Scrivendo per disteso le 12 sostituzioni abbiamo: 


rotazioni a periodo 8 (sostituzioni paraboliche) 


RAR II IRE 
VERDE LAVA 13572 y 


(OA (021)5 (0072) (00:21), (0.200) (0002) 


ve=yv{1, v+2, 
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rotazioni a periodo 2 (sostituzioni iperboliche) 


; 1 1-y 1+y 
ARA RS ISO EEE 


(000)(12) ,(01)(2 0), (02)(1 00). 








Queste ultime tre, che sono ribaltamenti attorno a tre assi ortogonali 
concorrenti nel centro, formano insieme all'identità il sottogruppo Gy!) 
invariante in Gy. 

Passiamo al gruppo dell’ottaedro o cubo. Riferendoci p. e. al cubo, 
avremo 9 rotazioni di periodo 4 o 2 attorno alle tre congiungenti i centri 
delle facce opposte, 8 rotazioni a periodo 3 attorno alle quattro diago- 
nali, 6 rotazioni a periodo 2 attorno alle congiungenti i punti medii delle 
costole parallele opposte. Queste 9 + 8 + 6 rotazioni, insieme all’identità, 
esauriscono le 24 rotazioni del gruppo. Le quattro diagonali vengono 
permutate dal gruppo di rotazioni in 24 modi diversi, Abbiamo così 
l’immagine geometrica dell’ isomorfismo (oloedrico) del gruppo ottaedrale 
col gruppo totale su quattro elementi, ovvero col gruppo lineare totale 


vs si: (mod 3). 


Osserviamo poi che considerando un vertice A del cubo e sulle tre 
facce che vi concorrono i tre vertici opposti, questi quattro vertici sono 
vertici altresì di un tetraedro regolare inscritto nel cubo; i rimanenti 
quattro vertici determinano medesimamente un secondo tetraedro re- 
colare. Le 24 rotazioni del gruppo ottaedrale lasciano fermo ciascuno 
dei due tetraedri ovvero li scambiano fra loro secondo che, come sosti- 
tuzioni sulle quattro diagonali, sono pari o dispari. Le prime, in numero 
di 12, formano il sottogruppo invariante tetraedrale. 


$. 55. — L’icosaedro ha 12 vertici, 20 facce e 30 spigoli. Il suo 
gruppo consta di 60 rotazioni che si ripartiscono nel modo seguente: 

1.° 24 rotazioni a periodo 5 attorno alle 6 congiungenti i vertici 
opposti (diametri dell’icosaedro). 

2.° 20 rotazioni a periodo 3 attorno alle 10 congiungenti i centri 
delle facce parallele opposte. 


i) VIERERGRUPPE, secondo le denominazioni di KLEIN. 
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3.° 15 rotazioni a periodo 2 attorno alle 15 congiungenti i punti 
medii delle costole parallele opposte. 

4.° V'identità: 

24 +20+15+1= 60. 

I sei diametri dell’icosaedro vengono permutati fra loro secondo 60 
sostituzioni di un gruppo transitivo semplice, che coincide dunque col 
gruppo modulare per p=5. Ciò confermiamo geometricamente così. Di- 
stinguiamo i 6 diametri dell’icosaedro cogli indici 


Do, 0, 1, 2, 3, 4; 


L 
come è indicato nella figura 1.* 





: SE ; 3 SCE È : ; 2T 
pei vertici corrispondenti e consideriamo la rotazione S di ampiezza = Ty 


attorno al diametro cv c' nel senso della freccia e il ribaltamento ; 
T attorno alla congiungente i punti medii degli spigoli opposti 0 0, 000. 
Sopra i sei diametri la S produce la sostituzione 


(01234) ossia y=="y+1 (mod 5) 
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e là T. l’altra 
(0 00) (14) ovvero y == — — mod (5) 


che sono le sostituzioni generatrici del gruppo modulare ($. 41) e però 
colle due rotazioni S, T si genera tutto il gruppo dell’ icosaedro, come 
è anche facile vedere geometricamente. 

Si osservi poi che l’isomorfismo del gruppo icosaedrale col gruppo 
alterno su 5 elementi risulta direttamente sulla figura nel modo seguente. 
I 30 spigoli dell’icosaedro possono ripartirsi in 5 sistemi, di 6 spigoli 
ciascuno, in guisa che ogni sistema consti di due terne ortogonali, gli 
spigoli di una terna essendo paralleli a quelii dell’altra, Per ottenere 
questa distribuzione degli spigoli in sistemi basta osservare la piramide 
regolare a base pentagonale che si forma ad ogni angolo solido dell’ico- 
saedro; ad ogni lato (spigolo) del pentagono base appartiene, nel me- 
desimo sistema, lo spigolo laterale opposto. Distinguendo i cinque sistemi 
colle lettere 


ABETE 


viene attribuita, nella fig. 1.2, ad ogni spigolo la lettera del sistema cui 
appartiene. Vediamo allora che le rotazioni elementari S, T del gruppo 
icosaedrale producono sui cinque sistemi A, B, C, D, E le sostituzioni 
elementari del gruppo alterno 


S7u(ABCDE) 
T-(B 0) © E) 


e però le 60 rotazioni producono sui cinque sistemi le 60 sostituzioni 
del gruppo alterno. 

Invece dei cinque sistemi di spigoli possiamo considerare come ele- 
menti cinque ottaedri regolari inscritti nell’icosaedro, poichè i sei punti 
medii degli spigoli di un sistema sono appunto i vertici di un ottaedro 
regolare. Le rotazioni del gruppo icosaedrale che lasciano fermo un ot- 
taedro formano un gruppo tetraedrale entro il quale abbiamo un gruppo 
diedrale di 4 rotazioni ( Vierergruppe) i cui tre assi sono le diagonali 
dell’ottaedro. Il gruppo icosaedrale contiene quindi 5 di questi sotto- 
gruppi del 4.° ordine che sono fra loro affini, come risulta anche dal 
teorema di SYLOW. 
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S. 56. — Dalle nostre ricerche risulta che sarà possibile dare ai po- 
liedri regolari tale orientazione entro la sfera complessa che le rotazioni 
del loro gruppo, tradotte in sostituzioni lineari secondo la formola (I) 
$. 51 di CayLey, diano luogo alle forme normali dei gruppi ($$. 46 — 49). 

Pei gruppi ciclici si ottiene tale coincidenza inscrivendo la base 
della piramide regolare nel cerchio equatoriale e situando quindi il 
vertice in 2z=0, ovvero in #= 00. 

Pei gruppi del secondo tipo basta situare i due vertici della doppia 
piramide in #=0, #= o ed inoltre un vertice della base in #=%. 

Il gruppo del tetraedro essendo contenuto come sottogruppo (inva- 
riante) in quello dell’ottaedro, basterà occuparsi di quest’ultimo. Otte- 
niamo la forma normale d) S$. 48 per questo gruppo semplicemente col 
far coincidere le tre diagonali dell’ottaedro coi tre assi coordinati, 
onde due dei vertici saranno in 2=0, 2= 0 e gli altri quattro sul 
cerchio equatoriale in 


= ita el (O Sa ai 


Allora le sostituzioni 2' =? 2 sono le rotazioni attorno al diametro 


0%, le sostituzioni 


corrispondono ai ribaltamenti attorno agli 0É, 0 ed alle loro bisettrici 
i ì e CITA 5% 
e le rimanenti sono rotazioni di Too: nel senso positivo o negativo, at- 


torno alle congiungenti i centri di due facce parallele opposte. 
Per l’icosaedro situiamolo in primo luogo in guisa che due vertici 
opposti siano in 


Orientiamo inoltre l’icosaedro in guisa che uno dei cinque vertici 
circostanti a 2=0 si disponga sul piano $ € dalla parte delle È positive, 
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Se indichiamo con a il valore della variabile complessa in questo ver- 
tice sarà a reale, positiva e > 1. I cinque vertici circostanti 2 =0 saranno 


pae Ge ded e dea 


e i cinque opposti saranno (V. fig. 2.*) 


Fia. 2. 





Se consideriamo la rotazione T a periodo 2 attorno alla congiungente 


i punti medii dei due spigoli opposti (0,a) Î (©, E, essa avrà per 


espressione analitica 





e poichè d’altronde deve scambiare e @ con s'@ avremo SY 


4 spesa 
Ci = hi 
ea° +1 
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onde 
a=1_—-e—e'= (+e 


ie < Ù 2T DE 
e però, essendo e +e°=2 cos 5 positivo: 


a=e +4 8°. 
La T ha dunque l’espressione 


T) = eee) e) 
Me (e+et) 41 (eE-)2- (et-e)0 





Le sostituzioni superiori S, T sono appunto quelle che al S. 49 ab- 
biamo costruito come generatrici del gruppo dell’icosaedro sotto forma 
normale. 

y/ $. 57. — Trattiamo ora rapidamente il problema di determinare è 
gruppi finiti di movimenti di 1. e 2." specie della sfera in se stessa. 

Un tale gruppo G contiene necessariamente tanti movimenti di 1.* 
quanti di 2.* specie e quelli di 1.° specie formano in G un sottogruppo 
invariante I° d’indice 2; l appartiene quindi ad uno dei cinque tipi di 
gruppi dei poliedri regolari. 

Per trovare dunque tutti questi gruppi basta esaminare ciascun gruppo 
poliedrale I e ampliarlo con un movimento # di 2.* specie, che trasformi 
Yin se stesso e tale che #° sia in T: allora sarà 


G=(F;#1) 


«uno dei gruppi richiesti. 

Limitiamoci qui ai casì che più ci interessano al nostro scopo e 
cioè all'ampliamento dei gruppi dell’ottaedro e dell’icosaedro, avver- 
tendo che, mediante considerazioni perfettamente analoghe, si può esau- 
rire la ricerca per gli altri gruppi. 

Un movimento # di 2.* specie, che trasformi il gruppo ottaedrale od 
icosaedrale in se medesimo, deve trasformare le rotazioni a periodo 4 
dell’ottaedro o quelle a periodo 5 dell’icosaedro in rotazioni della me- 
desima specie, appartenenti al gruppo, e poichè i poli di queste rotazioni 
sono unicamente i vertici del poliedro, dovrà la # trasformare il poliedro 


3 Lee RIT NESS Eta DEESE 
I pater” RK n 


ba 3 & Fn ee; 
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in se medesimo !). Ora, associando a # una sostituzione del gruppo, 
possiamo far sì che il movimento equivalente di 2.° specie 


porti un vertice nell’opposto e quindi tutti gli altri vertici negli opposti. 
Questo movimento # non sarà quindi altro che l'inversione ($. 52) 


Così otteniamo, tanto nel caso dell’ottaedro che in quello dell’ ico- 
saedro, un solo ampliamento possibile. Quante riflessioni contiene il gruppo 
ampliato? Per vederlo, si osservi che l’inversione # è a periodo 2 ed è 
permutabile con qualunque movimento. Un movimento di 2.* specie # 
sarà quindi a periodo 2 quando lo sia , ed inversamente, se è un ri- 
baltamento, la # x è evidentemente la riflessione sul cerchio massimo il 
cui piano è normale all’asse di ribaltamento. Così adunque nel gruppo 
ampliato dell’ottaedro avremo move riflessioni e in quello dell’icosaedro 
quindici; i piani di queste riflessioni sono i piani di simmetria dell’ot- 
taedro o dell’icosaedro. | 

I corrispondenti circoli di riflessione dividono la sfera rispettivamente 
in 48 e 120 triangoli sferici alternatamente simmetrici e congruenti con 


angoli di 
TC 


2° 
PAS n 


nel caso dell’ottaedro e con angoli di 





nel caso dell’ icosaedro. 

Si ottiene uno di questi triangoli congiungendo con archi di circolo 
massimo i tre vertici di una faccia del poliedro e suddividendo poi questo 
triangolo equilatero in seè triangoli minori per mezzo delle tre altezze 
sferiche. Queste reti di 48 o 120 triangoli simmetrici o congruenti in 


i) Pel tetraedro invece bisogna aver riguardo all’altra possibilità che il te- 
traedro venga trasformato nell’opposto (coi vertici opposti) onde due possibili 
ampliamenti. 
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cui la sfera risulta divisa diconsi la rete ottaedrica o la rete icosaedrica. 
I movimenti del gruppo ampliato sono tutti e soli i 48 o 120 movi- 
menti di (1.* e 2.* specie) che riportano la rete in se medesima. Uno 
qualunque di questi triangoli può assumersi come campo fondamentale 
del gruppo, nel senso che ogni punto della sfera può trasportarsi con 
una sostituzione del gruppo nel triangolo fondamentale, mentre da un 
punto ad un altro del triangolo fondamentale non si può passare con 
una sostituzione del gruppo. Dicendo equivalenti rispetto al gruppo due 
punti 2, #, della sfera quando # è legata a 2 da una sostituzione del 
gruppo, possiamo enunciare il risultato finale così: 

Ognì punto della sfera è equivalente ad uno e ad un solo punto del 
triangolo fondamentale. 
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Teoria delle equazioni algebriche secondo Galois 
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CapPItoLO V. 


Irriducibilità delle equazioni. — Risolvente di Galois. — Gruppo di Galois per 
un'equazione e sue proprietà fondamentali. — Formazione generale delle 
risolventi e loro gruppo. — Equazioni composte e loro riduzione a succes- 


sive equazioni semplici. 


S. 58. — Prima di studiare le applicazioni della teoria dei gruppi 
alle questioni che concernono la risoluzione delle equazioni algebriche, 
conviene ritornare sopra alcuni concetti fondamentali dell’algebra per 
bene precisarne il senso. 

Una funzione razionale intera 


f(@=@e0 +are +... + nt + Gn 


di una variabile x dicesi irriducibile quando è impossibile scindere f (x) nel 
prodotto di fattori di grado minore, i cui coefficienti siano razionalmente 
noti. Questo concetto d’irriducibilità non ha senso preciso se non quando 
venga fissato quali sono le quantità che, in una data questione, si con- 
siderano come razionalmente note, se non quando si fissi cioè, come 
diremo con KRONECKER 1), il campo di razionalità. Per definire il campo 
di razionalità basterà dare quelle quantità fondamentali 


hash. 


del campo stesso, per le quali tutte le altre, che sì considerano come 


1) KRONECKER. — Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Gròssen, 
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note, sono nel senso ordinario razionalmente esprimibili; allora il campo 
di razionalità, che indicheremo colla notazione di KRONECKER 


(R, RORto) 


conterrà tutte e sole quelle quantità che sono funzioni razionali a coef- 
ficenti interi di R, R, R'... 

Così formano un campo di razionalità gli ordinarii numeri razionali, 
e questo campo è evidentemente contenuto in qualsiasi altro campo di 
razionalità; esso si dirà perciò il campo assoluto di razionalità e si de- 
noterà col simbolo [1]. Così pure formano un campo di razionalità tutti 
i numeri della forma 

FARA a 
essendo a, d frazioni ordinarie ; qui si ha una sola quantità fondamentale 
nel campo e cioè R=V5. 

Quando parliamo della irriducibilità o della riducibilità di una fun- 
zione razionale intera f (x), intendiamo naturalmente che i coefficienti 
di f (x) debbono essere dati, cioè appartenenti al campo di razionalità 
e, in generale, ove non si avverta il contrario, s' intenderà che il campo 
di razionalità del quale si parla sia quello determinato dai coefficienti 
di f(x). Altrimenti bisognerà parlare della irriducibilità o riducibilità 
della f(x) in un determinato campo di razionalità (R, R' R"...). 

Se in particolari ricerche converrà considerare come note quantità che 
prima non sì riguardavano come tali, si dirà che tali quantità sì aggiungono 
al campo di razionalità e le quantità stesse si diranno aggiunte. Ad 
ogni aggiunta di nuove quantità il campo di razionalità si amplia e na- 
turalmente può darsi che una funzione f(x), irriducibile nel campo pri- 
mitivo, diventi riducibile nel campo ampliato. Così p. e. f(@)=x°-7, 
che è irriducibile nel campo assoluto di razionalità, diventa riducibile se 


si aggiunge V/7 e si spezza nei due fattori lineari: 
f@a=(e-VT) (c+V7). 


Precisato così il concetto d’irriducibilità per le funzioni intere razio- 
nali di una variabile !), diremo che / equazione 


faà=aax"+a e +... + an1%0+an=0 


i) Considerazioni analoghe valgono per le funzioni razionali intere di più 
variabili. 
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è irriducibile in un determinato campo di razionalità (R, R', R"...), se 
tale è la funzione f (a). 

Ciò premesso, ricordiamo alcuni teoremi fondamentali, ai quali con- 
tinuamente dovremo ricorrere nel seguito: 

1.° Se un'equazione F (x)=0 ammette una radice della equazione irri- 
ducibile f (x)=0, le ammette tutte. 

E infatti si determini il massimo comun divisore % (x) di F (x) e 
f (@), ciò che si fa con processi razionali, sicchè i coefficienti di » (x) 
apparterranno all’attuale campo di razionalità. Se 4 (x) fosse di grado 
minore di f (@), la f (x), che ammette 4 (x) come fattore, sarebbe ridu- 
cibile. i 

Da questo teorema ne seguono due altri importanti: 

2.° Un’equazione irriducibile non può avere radici comuni con un’equa- 
zione di grado inferiore. 

3° Ogni funzione riducibile si può scindere in un solo modo in un 
prodotto di funzioni irriducibili. 


S. 59 — Sarà utile che, almeno nel caso speciale del campo assoluto 
di razionalità, dimostriamo la effettiva esistenza di funzioni irriducibili 
e diamo un procedimento che permetta di riconoscere se una funzione 
f(x) data è riducibile o irriducibile. 

Una funzione razionale f(x) nel campo assoluto [1] di razionalità 
ha per coefticienti numeri razionali e, moltiplicandola per un numero 
intero, si può ridurre a coefficienti interi. Sia 


ia Valori. | ani XHk dn 


una tale funzione con coefficienti a interi. Se è è il massimo comun 
divisore dei coefficienti a, si dirà che è è #1 divisore della funzione f (x) *) 
e la funzione stessa si dirà primitiva se è = 1. 

Cominciamo dal dimostrare il teorema di Gauss: 

Se le funzioni f(x), 0 (x) razionali intere a coefficienti interi sono pri- 
mitive, anche il loro prodotto f (®). (x) sarà una funzione della mede- 
sima specie. 


!) Con ciò si vuol significare che tutti i valori (interi) 7(m) che assume f (@) 
per valori interi m di x, ammettono il divisore ì. 
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Poniamo 


fa=ae +e +. FaSanana 
pa=be. +bari +... + boa e 0a 
fd (2) = 0011 PD get LA GS 


avremo 
Co = Ao do 


c= di + 4 do 
Co= A da + a di + 43 do 


e in generale 


co= db + a biy +... + dra d + dado, 


coll’avvertenza che le a con indice superiore a m, come le d con indice 
superiore a n» sono da farsi= 0. Se la f(@).%(«) non fosse primitiva, 
esisterebbe almeno un fattore primo p comune a tutti i numeri c; ma 
siccome p non può dividere nè tutte le a nè tutte le d, poichè f(), 
© (x) sono primitive, supponiamo che sia a, il coefficiente @ con indice 
più dasso non divisibile per p e così ds il primo dei coefficienti d nella 


serie 
bi; DEE 


non divisibile per p. Avremo 
r<m,SsS<n 


e potrà anche darsi che uno dei due indici 7, s sia=0, ma non tutti 
due poichè p divide = d. Ora se consideriamo il coefficiente 


Cr4s = Sa Depsa , 
i=0 

vediamo che nel secondo membro tutti i termini, salvo a, ds, sono divi- 
sibili per 7 e quindi c,.s non è divisibile per p contro l'ipotesi. 

Dal teorema precedente segue il corollario: 

Se le funzioni intere a coefficienti interi f (x), 0 (x) hamno è rispettivi 
divisori a, f, sarà a 8 il divisore del prodotto f (x) . v (2). 

Si ha infatti 


fa)=af@, @M=Bpa (A, 


i dda 
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dove fi (€), 1 (@) sono primitive e però anche il loro prodotto fi (2). 1 (), 
onde f(). p (x) = a8.f(@). ei (€) ha per divisore a B. 

Dimostriamo ora il teorema: 

Se una funzione F (x), a coefficienti interi, è riducibile essa potrà 
scindersi nel prodotto di due altre funzioni a coefficienti interi. 

Basterà evidentemente stabilire la proposizione nel caso che F (x) sia 
primitiva. Supponiamo che si abbia 


F=f.9(1) 


avendo f, g coefficienti razionali. Potremo moltiplicare per un conve- 
niente intero N per modo che sia 


NFO=f@. 20, 


essendo fi, %, a coefficienti interi. Se diciamo «, f i loro rispettivi divisori, 

sarà o p il divisore di N F (x) e, poichè F (x) è primitiva, avremo N=a8, 
quindi otterremo 

ha p@ 

F (x) na n Ù “os a 


che è la decomposizione richiesta per F (x). 


S. 60. — Dalle considerazioni superiori facilmente si trae la dimo- 
strazione del teorema seguente, che ci assicura dell’esistenza di una 
classe assai estesa di funzioni irriducibili il cui grado è un numero » 
qualunque: 

La funzione intera a coefficienti interi 


fa=ar® +e +... + dn10 + n 
è certamente irriducibile se un fattore primo p, che divide tutti è coefficienti 
OUT, 


non divide il primo a, ed an non è divisibile per p°. 
Supponiamo al contrario f(x) riducibile; pei teoremi al $. 59 sarà 
decomponibile nel prodotto di due funzioni a coefficienti interi 


po(aA=il ++... + ar1%2+a 
d@a=Ppe +e +... 4 BC + Bs. 
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Avremo r+s=%n e a,=%2,s, onde, per le ipotesi fatte, p dividerà 
uno ed uno solo dei due numeri ,, fs, poniamo f;. Ora non potendo p 
dividere tutte le f, poichè altrimenti entrerebbe anche in an= fp, SIA fk 
il coefficiente f, col massimo indice, non divisibile per p;j sarà 0 <k< s. 
Il coefficiente a,4x di x°* in f(x) sarà dato da 


Ur 4h S Ur Bi | dei Bi+i SP Arg Bro ci DICNIO 


e poichè tutti i termini della somma del 2.° membro sono divisibili per p, 
tranne il primo, sarebbe a,,: con indice r -|+ & > 0 non divisibile per 
p, contro l'ipotesi. Vediamo ora come data una funzione f(x) a coeffi- 
cienti interi si possa, con un numero finito di tentativi, riconoscere se 
essa è riducibile od irriducibile. Serve a questo scopo un procedimento 
dato da KRONECKER nell’opera citata. In primo luogo si osservi che, se ww 
è il grado di f(x), basterà limitarsi a ricercare gli eventuali divisori 

i neo A mM 
razionali di f(x) di grado n < Si 
gliamo ad arbitrio » +1 numeri interi disuguali 


. Per ogni grado » assegnato sce- 


To, Dias Tora tn 


e consideriamo le n+1 funzioni razionali di grado 





(er) @-r)..- (era) _E-nM@E-r)... (rn 
SAI CEST ET I CRE ALL STI E SESIA (DE 
(A-r)(A- n)... (€- Fn) 
(rato) (11) nta) 





In (0) = 


le quali sono costruite in guisa che per un valore qualunque è dell’in- 
dice da 0 a » sia 


gi (r)=1, g9i(r) =0 peritk. 


Sia ora 9 (x) un divisore razionale di grado », a coefficienti interi, 
di f(«). Potremo esprimere (x) come un aggregato lineare omogeneo 
delle »-+1 funzioni g;(«) colla formola 


(1) AMM TP Lit. +), 


poichè infatti i due polinomii di grado » dalle due parti, coincidendo 
per n+1 valori diversi 


Yo, Viso. aa 
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dell'argomento «, sono identici. Ora, se f(2)=% (2).4 (2), sarà f()= 
=%(;).v (x), onde il numero intero % (r,) dovrà dividere f (r;). A ciascuno 
dei coefficienti % (r,) nel 2.° membro della (1) non potremo dunque attri- 
buire che un numero finito di valori e perciò, con un numero finito di 
tentativi, potremo accertarci dell’esistenza, o meno del supposto divi- 
sore % (2). 


$. 61. — Dopo aver precisato, colle considerazioni dei $$. prece- 
denti, le nozioni di campo di razionalità e di riducibilità o irriducibilità 
di un'equazione, passiamo ora alla ricerca fondamentale per le applica- 
zioni della teoria dei gruppi che consiste nel costruire, per una data 
equazione f(x)=0, la così detta risolvente di GALOIS. 
Sia 
fiaà=ar+ae 4... + an 3X + n= 0. 


una equazione, che noè supporremo sempre nel seguito priva di radici mul- 
tiple *), e indichiamo con 


II, Lg, 0 00 Cn 


le sue radici. Consideriamo una funzione razionale (che potremo senz’al- 
tro supporre intera) delle radici, sia 


Men) 


Permutando entro 2 le » radici nei x(w) modi possibili, la V acqui- 
sterà 7 (m) valori e si tratta in primo luogo di vedere come, scegliendo 
opportunamente la funzione %, questi x (x) valori possano supporsi non 
solo algebricamente ma anche numericamente distinti. Prendiamo per ciò 
semplicemente 


Ve==:d XL + oto d... È An Kn 


colle costanti « tutte disuguali; i x (») valori di V sono certo allora 
algebricamente distinti, quando cioè si riguardino ,, %2... %n come 
variabili indipendenti. Ma poichè qui x;, x...» hanno valori numerici 
fissi, potrà ben darsi che fra questi valori ve ne siano di quelli nume- 


: . . . 
i) E ben noto come alla risoluzione di un’equazione con radici multiple 
possa sostituirsi, con processi razionali, la risoluzione di altrettante equazioni a 
radici semplici. 
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ricamente eguali. Tuttavia potremo sempre evitare che ciò accada pro- 
cedendo nel modo seguente: 
Particolarizziamo ancora le a, ponendo 


l'eguaglianza numerica fra due valori algebricamente distinti della V 
porta ad una relazione della forma: 


(2) 31 (Lin 2) +? (Lin) ++ (1-2) + Ca 


dove (è, dr... dn), (1g...) indicano due diverse permutazioni degli 

indici 1, 2,3...2. Scelte le due permutazioni, la (2) è soddisfatta sol- 

tanto per n—1 valori di % (fra i quali possono anche esservene degli 

eguali); basta dunque evitare per 4 un numero finito di valori per es- 

sere sicuri che i x (n) valori di V saranno numericamente distinti 1). 
Ciò premesso, indichiamo con 


Sì = 1, S9, S3 0 0.0 Sr (n) 


le x (n) sostituzioni sulle x e con Vs; indichiamo il valore che assume 
la V=Vs;, effettuandovi sulle x la sostituzione s;. I x (n) valori distinti 
della V saranno 


(a) Vsi a Vsg sReR Mara 


e inversamente a ciascuno di questi valori corrisponderà una sostituzione 
perfettamente determinata. Ora, indicando con Y una variabile, si co- 
struisca il polinomio di grado x () in Y: 


(6) d(Y)=(Y- Ve) (X- Veg)... (XY-Vam); 


i suoi coefficienti sono le funzioni simmetriche elementari-dei x (2) va- 
lori V e quindi, come è chiaro, saranno funzioni simmetriche delle radici 
della proposta ed esprimibili per ciò razionalmente pei coefficienti di 
questa. Avremo dunque | 


d() = YO 4 Ye L RT LL 


i coefficienti 8 essendo razionalmente noti. L'equazione 4 (Y)=0, che ha 


i) In qual modo possano in pratica escludersi questi valori di & si vedrà 


ora subito. 
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manifestamente per radici le x (n) quantità distinte (a), dicesi risolvente 
di GALOIS della equazione data. 
Se nel costruire la risolvente di GALOIS, p. e. colla funzione 


VETERE a O e nl Aa O 


si lascia 4 indeterminata, indi si eguaglia a zero il discriminante di 
d(Y)=0, si otterrà per % una equazione le cui radici sono i valori di 
h da evitarsi. 


S. 62. — La risolvente di GaLoIs gode di importanti proprietà, delle 
quali la fondamentale è data dal teorema seguente : 
Qualunque funzione razionale 


I CA a 


delle radici della proposta è razionalmente esprimibile per una qualunque 
radice della risolvente di GALOIS, d. e. per Vsi= Vi. 
Denotiamo ancora con 


(3) Fs, Es; è ® 0 Fs) 


i valori che assume F (x, 2, ...%n) effettuando sulle x le x (x) sosti- 
tuzioni, avvertendo però che non supponiamo affatto che i x (n) valori 
(3) siano tutti numericamente distinti. Avendo %(Y) il significato dato 
‘ dalla (6), consideriamo la funzione razionale intera ® (Y) di grado 7 (M)- 1 
in Y data dalla formola 


© 2M=lprrtyt +40; 





i coefficienti di ® (Y) sono funzioni simmetriche di x,, %2...%, e perciò 
razionalmente noti. Facendo nella (4) Y= Vs;, otteniamo 


D (Vsi) — Fs; . 1) (Vsi), 


indicando con y' (Y) il polinomio derivato di 4 (Y). Siccome 4 (Y)=0 non 
ha radici multiple si ha % (Vs;) +0, indi 


® (Vs,) 
YU (Vei) 


formola che vale per una qualunque s;. 


Fs;= 
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Servendosi ora della relazione 


d (Vs) =0 

D(Vs,) 
P(Va) 
possa porsi sotto la forma di una funzione razionale intera ® (Vs,) di 
grado x (n)-1 al massimo in Vs; ed affatto indipendente dall’indice è. 
Avremo dunque 


cui soddisfa Vs;, è ben noto come la funzione razionale fratta 








(c) Fs; — 0 (Vsi) 


ed in particolare 
Mata F (i Lg 00. La) = (Vs1) s 


ciò che dimostra il teorema enunciato. Ma abbiamo conseguito insieme 
anche l’altro risultato d'importanza fondamentale : 
Nella relazione 
E (vis 0A 


che lega una funzione razionale qualunque delle radici della proposta ra- 
zionalmente ad una radice Vs, della risolvente di GALOIS, è lecito fare 
qualunque sostituzione sulle x, senza che la relazione cessi di essere verificata. 


S. 63. — La proprietà fondamentale sopra dimostrata dà luogo a 
varie conseguenze che importa notare. In primo luogo, prendendo per 
F(x,%:...%n,) una qualunque delle radici della proposta, vediamo che: 

Ogni radice della proposta è razionalmente esprimibile per una radice 
arbitraria della risolvente di GALOIS. 

Basterebbe dunque conoscere «na radice della risolvente di GALOIS 
per ottenere la risoluzione completa della proposta. 

° Prendasi ora per F (x, %:...%,) una qualunque delle altre radici della 
risolvente stessa di GALOIS e si avrà il teorema: 

La risolvente di GALOIS gode della proprietà che tutte le sue radici 
possono esprimersi razionalmente per una qualunque di esse. 

Ogni equazione (a radici diseguali) che goda della proprietà qui ri- 
levata per la risolvente di GALoIs dicesi un’equazione normale, sicchè: 
ogni risolvente dì GALOIS è un'equazione normale. 

Si osservi poi che se 


d(Y)=0, gM)=0 


ER er E RS e ari. Poet AI, 
pi AR ci , ner A 744 a 
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sono due diverse risolventi di GALOIS per una medesima equazione, co- 
struite con due diverse funzioni fondamentali 


NICO RO RE OD ARIAS DATE 
sì avrà pel teorema fondamentale: 
Vi=0 (Ve), 


essendo ® razionale intera, cioè: Due diversi risolventi di GALOIS della 
proposta sì ottengono l’una dall'altra conuna trasformazione di TscHIRNHAUS. 
Noi riguarderemo come non essenzialmente distinte due tali equazioni 
e parleremo per ciò della risolvente di GALOIS, intendendo di assumerla 
sotto una qualunque delle infinite forme equivalenti. 

La risolvente di GALOIS, che è certamente priva di radici multiple, 
può essere riducibile o irriducibile. In particolare essa può essere ridu- 
cibile, sia nel campo di razionalità determinato dai coefficienti della 
primitiva, sia perchè, coll’aggiunta di nuove quantità, il campo stesso 
è stato ampliato. In ogni caso però dimostreremo che i fattori irridu- 
cibili, in cui viene a scindersi il primo membro 4(Y) della risolvente, sono 
tutti di egual grado. Sebbene questa proprietà risulti anche indiretta- 
mente dai teoremi dei $$. seguenti, non sarà inutile darne una dimo- 
strazione diretta, provando che essa sussiste analogamente per tutte le 
equazioni normali. Dimostriamo cioè il teorema: 

Ogni equazione normale riducibile si scinde in fattori irriducibili tutti 
di equal grado 

Sia 

f(a)=0 
un’equazione normale (priva di radici multiple) di grado » e riducibile. 
Basterà evidentemente dimostrare che se 


oa) =(a-x)(-%)...(a-%) 


da 


è un fattore irriducibile di f (x) di grade 7, nessun altro fattore irri- 
ducibile di f(x) potrà avere un grado maggiore di r. Sia £, (x) un altro 
fattore irriducibile di f(x) e sia x; una sua radice; essendo f(x)=0 
un’equazione normale, avremo 


di =.0 (1) 


10 
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con 8 razionale intera in x,. Ora, avendosi 
(€) = (0(2))=0, 
vediamo che l’equazione 
DI (0 (2) ) = 0 


ammette la radice x, dell’equazione irriducibile 9 (2) = 0 e però ammette 
tutte le - altre xs, x%3...xx, cioè-si ha: 


2 (0(2)) =0, gi (0) =0...9.(0@))=0, 


ossia le espressioni 
0(7),9(7),...09(%) 


sono altrettante radici di , (x) = 0. D'altronde il polinomio di grado T-1N°ms 
(1-0 (1)) £#-09(@))...(r-0(,)), 
che è un fattore di , (x), ha i coefficienti funzioni simmetriche di x, 4a... dr 


e per ciò razionalmente esprimibili pei coefficienti di (x), cioè razio- 
nalmente noti. E quindi impossibile che il grado di ©, (x) sia maggiore di r. 


$. 64. — Veniamo ora alle considerazioni che legano la teoria delle 
equazioni colla teoria dei gruppi, alla nozione fondamentale del gruppo 
di GALOIS per una data equazione. 

Consideriamo un fattore irriducibile 0 (Y) del 1.° membro » (Y) della 
risolvente di GALOIS e siano 


(4) VELINA Men 


le » radici di % (Y). Dimostriamo il teorema: 
Le r sostituzioni sulle radici della proposta 
(0) S1 5253. .+5r, 


colle quali si passa dalla prima alle altre radici del fattore irriducibile o (Y) 
della risolvente di (HALOIS, formano un gruppo. 

Tanto risulta facilmente dalle proprietà dimostrate al $. 62. Essendo Vs; 
una qualunque delle » radici (d) di @(Y), si ha 


(5) Vsi = 0 (Vs) 9 


ove © è razionale intera in Vs,. Per il teorema alla fine del $. 62, pos- 
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siamo nella (5) permutare in qualsivoglia modo le x e la relazione rimane 
ancora soddisfatta. 
Operando una qualunque s; delle sostituzioni (e), avremo quindi 


(6) Vs; SJ == (0) (Ver). 


Ora, essendo 
p(Vs)= [9 (Vs)]=0, 


la equazione 2 (9 (Y))= 0, che ammette la radice Vs; dell’equazione irri- 
ducibile 0 (Y)=0, le ammette tutte e si ha in particolare 


e(0(Vs))=0 


cioè, per la (6) 
D (Vs; st) See W 13 


Dunque Vs;s, è una radice della 0 (Y)=0, cioè 
Veise= Var, 
essendo Z un indice da 1ar. Ne segue 
SiSk SI, 
formola che ci prova appunto che le r sostituzioni 
SERI er 


formano un gruppo c. d. d. Indicando questo gruppo con G,, distribuiamo 
le x (n) sostituzioni del gruppo totale rispetto al sottogruppo 


Gis Soi] 


nel solito quadro 
o Sp 


a 
qu] - Ja Sr (g=90). 


\YaS1; Jq Sr.» 938; 


Mediante considerazioni affatto analoghe a quelle del $. precedente, 
vediamo subito che le radici V della risolvente di N i cui indici 
sono le sostituzioni di una medesima orizzontale nel quadro superiore, 


a ne ra S37 3° 90030 
Se ». mE I ì, "è ana E; 
736" 


148 CAPITOLO V. — SS. 64, 65 


appartengono ad un medesimo fattore irriducibile della risolvente. Sia 
infatti p. e. %, (Y) il fattore irriducibile cui appartiene Vyg:; avremo 


Vs == 0 (Vs) , 


essendo © razionale intera nell’argomento Vs,. Eseguendo in questa 
relazione la sostituzione s;, come è lecito (S. 62), ne deduciamo 


Voss (0) (Vsi). 
Ma si ha %1(Vy)=%:(09(Vs,))=0, onde si trae, nel solito modo, 
1(0(Vs)) = 01 (Vas) = 0; 


dunque tutte le radici Vys; della seconda orizzontale appartengono ad 
un medesimo fattore irriducibile. 

Vediamo così che da qualunque fattore irriducibile della risolvente 
di GALOIS si parta, le sostituzioni sulle x, che fanno passare dall’ una 
all’altra delle sue radici, formano sempre il medesimo gruppo G,. Questo 
dicesi il gruppo di GALOIS per l’equazione proposta. 

Osserviamo poi che, essendo ciascuna delle » radici della proposta 
funzione razionale intera di Vs,, potremo scrivere 


HA} _- 0, (Vs) s Lg —_ 0, (Vs1) a Sele (a —_ 9, (Vs)) 


e per il teorema al S. 62, potremo eseguire in questa relazione una 
qualunque sostituzione sulle x, in particolare una sostituzione del gruppo 
di GALOIS, sicchè 


9, (Vs), Ae (Ve), ...9n (Ve 


saranno le radici stesse x,, 72... %, permutate secondo la sostituzione s;. 
Possiamo quindi anche definire il gruppo di GALOIS nel modo seguente: 

Sì esprimano le n radici x della proposta razionalmente per una ra- 
dice della risolvente di GALOIS; cangiando in queste espressioni quella radice 
in tutte le altre appartenenti al medesimo fattore irriducibile della risol- 
vente, le n radici x si permutano fra loro appunto secondo le sostituzioni 
del gruppo di GALOIS. 


$. 65. — Stabilita nel $. precedente l’esistenza del gruppo di GALOIS, 
andiamo ora ad occuparci delle sue proprietà caratteristiche, che ven- 
gono espresse nei tre seguenti teoremi fondamentali. 


È LI 
ii __ Li 


* 
le 


1 
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I). Se uma funzione razionale F (x, , x2...%,) delle n radici di f(x) =0 
rimane numericamente invariata per qualsiasi sostituzione del gruppo 
di GALOIS, essa è razionalmente nota, cioè appartiene al campo attuale di 
razionalità. 

Indicando con Fs; il valore che assume F (x1, x8,...%,) dopo ese- 
guita sulle x la sostituzione s; del gruppo di GALOIS, si ha per ipotesi 


babe ovo, 
D'altronde abbiamo ($. 62) 
F::=@(Ve), 


essendo © una funzione razionale (intera) del suo argomento. Per ciò 
il valore numerico di F (x, %....%) può anche esprimersi con 


F (02... ca) =-)0 (Va) +8 Va) +...4+9 (Vo) 


Ora il secondo membro, come funzione simmetrica delle radici del 
primo fattore irriducibile «(Y)= 0 della risolvente di GaALoIs, appartiene 
appunto al campo attuale di razionalità c. d. d. 

II). Inversamente, se una funzione razionale F (x, xx... %n) delle ra- 
dici di f(x)=0 è razionalmente nota, essa non cangia di valore nume- 
rico, effettuando sulle x qualunque sostituzione del gruppo di GALOIS. 

Si abbia infatti 


F (2, Tia) A 


essendo A una quantità del campo attuale di razionalità. Esprimendo 
F(x1...%n) in funzione razionale intera di Vs,, avremo 


SNA 


e però l’equazione 
0Y-A=0, 


ammettendo la radice Vs, del fattore irriducibile © (Y), ammetterà anche 
tutte le altre e si avrà quindi 


0(V.)=0(Va)=...=08(V)= A. 
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D'altronde si ha ($. 62) Fs;= 9 (Vs,) onde, segue appunto 
Fs _ Fss = 00 Fs, 9 


come è enunciato nel teorema. 

Come corollario di questo teorema, si ha che se due funzioni razio- 
nali delle radici F (x, xx. ..%), F (2142...) hanno il medesimo valore 
numerico 


F (0%... ca) = F(1142...%n), 


si avrà anche per qualunque sostituzione s, del gruppo di GALOIS: 


ua 


poichè F (x, %,...%n) — F (X1%:...%n) è razionalmente nota=0. Ma non 
è invece lecito, in generale, concludere F; = Fy, se U non appartiene al 
gruppo di GALOIS. 

Dimostriamo in fine come le proprietà superiormente stabilite pel 
gruppo di GaLoIs siano caratteristiche per le sostituzioni di questo 
gruppo col teorema: 

III). Nessuna sostituzione fuori del gruppo di GALOIS può lasciare in- 
variate tutte le funzioni razionali delle radici razionalmente note. 

Indicando con p un’indeterminata nel campo di razionalità, la fun- 
zione razionale delle radici 


F=(f- Va) (p- Vea)... (p- Ve) = (0) 


è razionalmente nota; ma una sostituzione 9 fuori del gruppo di GALOIS 
la cangia in 
Fy = (p- Vs9) (p- Veg)... (p- Veg), 


che può coincidere numericamente col valore iniziale F solo per un nu- 
mero finito di valori di p che possiamo sempre evitare (Cf. $. 61). 

Le proprietà dimostrate caratterizzano il gruppo di GALOIS per una 
equazione come il complesso di tutte quelle sostituzioni sulle radici che, 
applicate a tutte le relazioni razionali esistenti fra le radici, le lasciano 
ancora sussistere. Risulta di qui che se, per una data equazione f (x) = 0, 
sì riesce a trovare un gruppo I di sostituzioni sulle radici tale che ogni 
sostituzione di I lasci invariata numericamente qualunque funzione ra- 





ABBASSAMENTO DEL GRUPPO DI GALOIS EDT 


zionale delle radici razionalmente nota, il gruppo di GALOIS coinciderà 
con T o conterrà T come sottogruppo. 


$. 66. — Il gruppo di GaLoIs per un'equazione f (x) = 0 è essenzial- 
mente dipendente dal campo attuale di razionalità (R, R, R'...). 

Se il campo si amplia per aggiunta di nuove quantità può accadere 
naturalmente che varii il gruppo di Galois: (In ogni, caso sussiste il 
teorema: Ampliando il campo di razionalità, il gruppo di GALOIS rimarrà 
lo stesso, ovvero sì abbasserà ad un suo sottogruppo. 

E invero se il primitivo fattore irriducibile 


AEON VV) 


della risolvente di GaALoIs rimane irriducibile nel nuovo campo, il gruppo 
rimane evidentemente lo stesso. Se al contrario diventa riducibile, sia 


e (Y)=(Y- Vs) (Y- Vs)... (Y- Vs) 
un suo fattore irriducibile; sarà 


le (Sì, $2,.. -S7) 


x 


il nuovo gruppo di GaLors che è un sottogruppo del primitivo Gr. 
Ciò premesso, osserviamo che se F (x, %,...,) è una funzione ra- 

zionale qualunque delle radici della proposta f (x) = 0, sussiste il teorema: 
Quelle sostituzioni del gruppo G, di GALOIS che lasciano numeri- 

camente invariata la F (x, x....x,) formano in G, un sottogruppo *). 


Potrebbe sembrare a prima vista che il teorema dovesse valere per tutte le 
sostituzioni anche fuori del gruppo di GALOIS. Ciò sarebbe esatto se si trattasse 
d’invariabilità a/gedbrica; ma non vale più per l’invariabilità numerica che può 
aver luogo senza la prima. Basti citare il seguente esempio: 

L'equazione 

xrT— 1 
x 1 





= ge +2 +...+a+1=0, ove supponiamo n >5 


2rriv 
hale n — 1 radici e) =e " (din), 
Ora il prodotto x, x.-1=1 è lasciato numericamente invariato dalle due 
sostituzioni 
(0) 29) (ua Xeno) 
(E, n) (0903); 


ma il prodotto di queste due sostituzioni lo cangia in 2%; %,-: che non ha più 
il valore 1. 
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E infatti, se s;, s: sono due tali sostituzioni di G,, si ha 
Fs; == Fs, Fs i Fs, (Sì = 1) 


e quindi, eseguendo sulla prima relazione la sostituzione sy del gruppo 
di GALOIS come è lecito ($. 65), avremo 


Fs; Sk — Fs — Fs, 


cioè anche il prodotto s; sx lascia F numericamente invariata c. d. d. 

Dimostriamo ora il seguente teorema fondamentale: 

Se sì amplia il campo di razionalità aggiungendovi una funzione ra- 
zionale F (x, x» ...,) delle radici, il gruppo G, di GALOIS si abbasserà 
a quel suo sottogruppo T, le cui sostituzioni lasciano numericamente inva- 
riata la funzione F (x, %3...%,) aggiunta. 

Che il nuovo gruppo contenga soltanto sostituzioni di F risulta evi- 
dente dall’osservare che, essendo 


nt UA 


razionale nel nuovo campo, le sostituzioni del nuovo gruppo di GALoIs 
debbono lasciarla numericamente invariata. Per dimostrare poi che tutte 
le sostituzioni di I appartengono al nuovo gruppo di GaLoIs basterà, 
pel teorema III, $. 65, mostrare che ‘ lascia invariata qualunque funzione 
razionale delle radici razionalmente nota. Una tale funzione U (x, 22...%,), 
appartenendo al campo di razionalità (R, R, R'...,) ampliato dal pri- 
mitivo ‘(R, Ri; Rica) coll’aggiunta di 2), sarà esprimibile razionalmente 
per 2, colla formola 


U, = UÙU (x, Pera Cr) —=.0 (21), 


ove ® è razionale in 2, con coefficienti razionali nell’antico campo (R, R,R"..). 
Ad una tale relazione è applicabile, per le proprietà fondamentali al $. pre- 


cedente, qualunque sostituzione dell’antico gruppo di GaALoIs, in parti- 


colare la 7; avremo quindi 


e poichè, per ipotesi, #,== 2, Sarà anche 


ÙU, e U, ’ 
ciò che dimostra il teorema. 


ROSTA O 
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S$. 67. — Vedremo in seguito come tutte le proprietà dei gruppi che 
abbiamo studiato nella prima parte del presente corso si traducano, colla 
nozione del gruppo di GALOIS per un’equazione, in altrettante proprietà 
dell'equazione stessa. 

Cominciamo qui dal dimostrare l’importante teorema: 

Un'equazione f (x) =0 è riducibile od irriducibile, secondo che il gruppo 
di GALOIS è intransitivo ovvero transitivo. 

Supponiamo che il gruppo G di GaALoIs sia intransitivo. Le n radici 


DI Agla ra 


di f (2)=0 si scindono allora in sistemi di transitività, tali che le radici 
di ciascun sistema sono permutate transitivamente fra loro dalle sosti- 
tuzioni di G ($. 9). 
Siano 
VERS, ah) 


le radici appartenenti ad un medesimo sistema; il fattore di f(x) 
pa =(-2) (7-2)... (7-2) 


è razionalmente noto perchè le sostituzioni del gruppo di GALOIS, scam- 
biando fra loro x;,, %:...,, lasciano i suoi coefficienti numericamente 
invariati. Ne segue che la f(x) è riducibile. Dunque, se f (x) =0 è irri- 
ducibile, il gruppo di GALOIS deve essere transitivo. 

Sarà evidentemente completata la dimostrazione del teorema se pro- 
viamo che, quando f(x) =0 è riducibile, il gruppo G di GALOIS è neces- 
sariamente intransitivo. 

Sia 

p@=(7-2) (-2%)...(1-%) 
un fattore di f(x); qualunque valore 2, appartenente al campo di ra- 
zionalità, diamo alla # sarà % (a) razionalmente noto e quindi dovendo 
p(a)=(a-2x)(x-%)...(x—-,) rimanere numericamente invariata per 
qualunque sostituzione del gruppo di GALOIS, dovranno per tutte le 
sostituzioni di G scambiarsi x,, 42, ..., fra loro, onde G è intransitivo. 


$. 68. — Denotiamo con 
Ea=r Let tLoo +... + GSREEZ0 


l'equazione generale di grado n», dove dunque i coefficienti c restano in- 
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determinati. Quale sarà il gruppo di GaLoris della f(x)=0 nel campo 
di razionalità (c,, e»... c,)? È facile vedere che tale gruppo è il gruppo 
totale G_,,, sulle n radici. Ammesso infatti che ne fosse un sottogruppo 


URLS 


e indicando con 
Vs, Vss «00. Vs, 


le radici del primo fattore irriducibile della risolvente di GaALoIs, una 
funzione simmetrica di queste, p. e. 


F(x1%0...a) = Va t+Vss+... kb Ver, 


che è funzione non simmetrica delle radici di f (x) = 0, sarebbe razional- 
mente esprimibile per c, c....c, ed eguale quindi ad una funzione sèm- 
metrica ® (x, %,...%,) delle radici stesse. Una tale eguaglianza 


Birra targa DA RZ 


fra una funzione non simmetrica ed una simmetrica, restando indeter- 
minate le c, quindi le x stesse è evidentemente assurda. Ma si può 
spingere molto più in là la ricerca e dimostrare che, persino nel campo 
assoluto di razionalità, si possono costruire infinite equazioni di un dato 
grado » qualunque, con coefficienti interi, il cui gruppo di GaLors sia 
il gruppo totale 1). 

Noi qui ci limiteremo a riportare la dimostrazione di WEBER °) pel 
caso in cui il grado » sia un numero primo. Costruiamo per ciò p. e. 


col processo del $. 60, un’equazione irriducibile 


f(a)à=mr" +e +... + da y% +. =0 
del dato grado primo », i cui coefficienti siano numeri interi e suppo- 
niamo che il suo gruppo di GALOIS G, che è certamente transitivo per 
l’irriducibilità dell'equazione ($. 67), non coincida col gruppo totale. 
Pel teorema alla fine del $. 13, il gruppo G di GaLors non può con- 
tenere alcuna trasposizione. Se ora aggiungiamo al campo di razionalità 
n —2 delle radici di f (x) = 0, il gruppo si abbasserà ($. 66) al sottogruppo 


1) V.i HILBERT. — Journal von Crelle, Bd. 110. 
2) Algebra, Bd. I., pag. 605. 





EQUAZIONI A GRUPPO TOTALE 155 


contenente quelle sostituzioni di G che non spostano queste » — 2 radici, 
cioè si ridurrà all'identità; le altre due radici saranno quindi razional- 
mente esprimibili per quelle n—2, con coefficienti reali razionali. Ne 
segue che se un’equazione irriducibile di grado primo #, con coefficienti 
interi, ha un gruppo di GatLors inferiore al gruppo totale ed ha n —2 
radici reali, anche le altre due sono reali. Si ha dunque il teorema: 
Un'equazione irriducibile di grado primo a coefficienti reali interi e 
con due sole radicì immaginarie ha per gruppo di GALOIS d gruppo totale. 
Così p. e. l'equazione di 5.° grado 


f@=x+px—pa—p=0, 


dove p è un numero primo qualunque, è irriducibile pel teorema al $. 60 
ed ha una sola radice positiva, due negative *) e quindi due immaginarie, 
onde il suo gruppo di GaLors è il gruppo totale. 

È anche facile dimostrare l’esistenza di siffatte equazioni per un 
grado primo » qualunque. Si costruisca infatti un’ equazione del grado 
primo dato » 


f(a) si | %i Che A: + Lg di +... + On1X0+an=0 
con coefficienti reali che abbia n — 2 radici reali e le altre due imma- 
ginarie, p. e. 


(€ -1)(a-2)...(a-(n-2)) +1) =0. 


Aumentando i coefticienti 2 di quantità reali abbastanza piccole e, 
variano, come si sa, di tanto poco quanto si vuole le radici e in parti- 
colare si può sempre fare in guisa che, mantenendo le e in valore 
assoluto < /, essendo 4 una quantità abbastanza piccola, restino n — 2 
delle radici reali, le altre due immaginarie *). Ora possiamo prendere, 


1) Ciò risulta subito dall’ applicare la regola dei segni di CARTESIO e dal- 
l’osservare che si ha 


f(0)=—p<0, f(1)=p_15>0. 


?) Suppongasi ad esempio che le n—2 radici reali di f(x)=0 giacciano 
negli intervalli 
(4) 43) } (4903). . + (Ang 4) 


di guisa che sia p. e. 


fa) <0, f(a) >O, f(a)<0... fa) >0O 
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in infiniti modi, i coefficienti interi 
Ao di (47) av cene CUTE 


in guisa che a,, 4...0, siano divisibili per un numero primo p che 
non divida & e sia a, non divisibile per p° e in guisa inoltre che i rapporti 


Ai Ag A, 


4% DI ai b) p_e'o do 


differiscano da 
Diga 


(1 


rispettivamente meno di 4%. Allora l’equazione irriducibile 
ua'baeT+...+@,=0 


avrà due sole radici immaginarie. 


S. 69. — Prendiamo una funzione razionale qualunque 


Yy= (o SIEDO! 


delle radici della proposta. Quelle sostituzioni del gruppo G, di GALOIS 
che lasciano y, numericamente invariata formano in G, un sottogruppo 
($. 66); sia 

PCR 


questo sottogruppo che diremo il sottogruppo numerico della y.. Essendo 
yy il valore che assume y,, effettuata entro y, sulle x la sostituzione g del 
gruppo di GALOIS, si vede che si avrà 

YZ Yg' 


e sia H una quantità inferiore ai valori assoluti di /(a,), f(@9)... f(@.-))- 
Posto È 

f (2) ==" O (2,481) og n (c-+-53) + rota + CECNOO + Un 4 En , 
si prendano le s tutte inferiori in valore assoluto a A, essendo A preso in guisa 
che sia 


h|(a)+ (a) +... + (a) +1|=’ GT <Hi 


avremo ancora 


Fa) <0, F(a)>0, f(a)<0... 


e la f(x)=0 avrà n—2 radici reali fra i medesimi limiti. Nè può la f' (2) =0; 


se A è abbastanza piccolo, avere le altre due radici reali. 





Doe | 
x - ratti. na 
SITO $$ RE 4 E e RO 
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allora e allora soltanto quando si abbia 
g="%i9, 


cioè g sia equivalente (a sinistra) a g, nel senso del $. 17, rispetto al 
sottogruppo F. E infatti alla identità 


Y—-Yy= 0, 


applicando la sostituzione g7! del gruppo di GaLors, segue 
Ha: Ygegrne Yi 
addi: 
Ciò posto, ripartiamo le sostituzioni di G rispetto al sottogruppo T° 
nel solito quadro i 
Ginga lg. lg, ) a 


dove con g abbiamo denotato l’indice di T' in G. I valori distinti che 
assume y, per le sostituzioni del gruppo di GALOIS sono dunque soltanto 


(2) Yo Vago Vago Vo; 


Se in questi g valori di y effettuiamo contemporaneamente una so- 
stituzione 9g del gruppo di GALOIS essi diventano 


Yg > Ig, 9> Ig, 9:**+Ya, 9 


cioè si permutano fra loro precisamente secondo la corrispondente so- 
stituzione del gruppo complementare (a destra) 
G % 
Ha T (VSì Eh)e 
Se costruiamo ora il polinomio razionale intero di grado g nella va- 
riabile y: ; 
PO =Y-%) Y-Y) YU) UV), 


i suoi coefficienti, come funzioni simmetriche dei q valori (a) che le so- 
stituzioni di G permutano fra loro, sono funzioni razionali delle x nu- 
mericamente invariabili per le sostituzioni del gruppo di GALOIS e quindi 
razionalmente note. 

L'equazione 


(7) e (y)=0, 
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che si può costruire razionalmeute ed ha per radici i q valori distinti (a) 


che assume la 
Yi) 


per le sostituzioni del grup po di GALOIS, dicesi una risolvente della pro- 
posta. Se si aggiunge al campo di razionalità la prima radice y, della 
risolvente, il gruppo di GALoIs per la proposta scende da G a Y ($. 66) 
e però qualunque altra funzione razionale 2, delle radici della proposta, 
il cui sottogruppo numerico sia T stesso, sarà razionalmente nota. Ne . 
risulta che se costruiamo due diverse risolventi della proposta con due 
funzioni razionali delle radici y;, 2, che abbiano il medesimo sottogruppo 
numerico, esse saranno trasformate di TscHIRNHAUS- l’una dell’altra e, 
come nel caso particolare della risolvente di GALOIS ($. 63), saranno da 
noi riguardate come identiche. 

Inversamente sia dato ad arbitrio un sottogruppo F del gruppo G 
di GALOIS; potremo sempre costruire una funzione razionale delle radici 
della proposta che abbia Y per sottogruppo numerico. Pongasi infatti 


Eee 


e indicando con V, le radici del primo fattore irriducibile della risol- 
vente di GALOIS si prenda 


Yi (-V,) (0-V,) CICIO (p- Va) ) 


ove p è un’indeterminata qualunque nel campo di razionalità. Per qua- 
lunque sostituzione ‘ di I la y, rimane invariata; per un’altra sostitu- 
zione 9g di G essa diventa 


Yy= (0-V.,9) (p -—V,.9) «e (p -V,;9) î 


Evitando particolari valori di p, potremo quindi sempre ottenere che 
il sottogruppo numerico di y, sia precisamente T. s 

Così: Ad ogni sottogruppo V del gruppo di GALOIS corrisponde una 
classe di risolventi della proposta costruite con funzioni razionali delle 
radici della primitiva a sottogruppo numerico I, che sono trasformate di 
TscHIRNHAUS luna dell’ altra. 

Si osservi poi che, essendo I il sottogruppo numerico di y,, il sot- 
togruppo numerico di yy, essendo g una qualunque sostituzione di G, 
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sarà precisamente il gruppo trasformato I'=g"T g. E infatti da 


Ygg =Yg 
segue 
i YUy\ZYgg'g, 
indi 
I9IT=U, III. 

I sottogruppi numerici delle varie radici della risolvente sono quindi 
affini fra loro nel gruppo. Viceversa a due sottogruppi affini di G 
corrisponde la medesima risolvente. 


SK importante risolvere la questione: Quale è il gruppo di 
GALOIS per la risolvente (T) 0(y)=0? 
SÌ è già visto che le sostituzioni del gruppo di GaLors inducono 
sulle radici (a) della risolvente 
Soda ntdo 


9 


Tele ee: G 
precisamente le sostituzioni del gruppo complementare H = m ed ora 
dimostriamo facilmente il teorema: 

La risolvente © (y)=0, costruita con una funzione razionale y, delle 
radici della proposta a sottogruppo numerico V, ha precisamente per gruppo 





di GALOIS è gruppo complementare H = 7 del gruppo G della proposta 


rispetto al sottogruppo numerico V. 
E infatti una funzione razionale 


UYU, Yy;) 


delle radici della risolvente, è altresì una funzione razionale delle radici 
della proposta 
U i, Yg, 300 Yg,) =F (1, da... Xn) 


e in questa relazione è lecito eseguire qualunque sostituzione 9 del 
gruppo di GaLoIs. Ora una 9g, eseguita sulla x, induce sulle y la corri- 
spondente sostituzione 4 di H. Quindi, se U è razionalmente nota, essa 
rimane numericamente invariata per tutte le 4 e viceversa, se U rimane 
numericamente invariata per tutte le %, essa è razionalmente nota. 
Dunque H è precisamente il gruppo di GaALors della risolvente ($. 65). 
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Evidentemente H è sempre transitivo e per ciò: Ze risolventi 0 (4) =0, 
costruite nel modo del $. 69, sono sempre irriducibili. 

Supponiamo ora di avere completamente risoluta la risolvente p(y) = 0, 
cioè di conoscere tutte le sue radici. Quale vantaggio avremo ottenuto 
per la risoluzione della proposta? Il suo gruppo G di GALOIS si troverà 
abbassato ($. 66) a quel sottogruppo Y che lascia singolarmente invariato 
il valor numerico di ciascuna radice della risolvente, cioè a quelle so- 
stituzioni di G che corrispondono all’identità in H, ovvero alle sostitu- 
zioni comuni a l' e a tutti i sottogruppi affini in G (S. 17). In ogni 
caso SX è invariante in G, talchè, quando G è un gruppo semplice, X è 
l’identità. Allora colla risoluzione della risolvente © (y)=0 è anche 
risoluta la proposta; ma si noti che in tal caso i gruppi G, H della 
proposta e della risolvente sono oloedricamente isomorfi. 


$. 71. — Abbiamo esaminato ($. 67) quali proprietà della equazione 
corrispondono alla transitività o intransitività del gruppo di GaLoIs. Esa- 
miniamo ora quali sono le proprietà di un’ equazione a gruppo im- 
primitivo. Se le » radici di f(x)=0 sì ripartiscono in r sistemi di 
imprimitività, contenenti ciascuno s radici, talchè n=rs, distinguiamo 
per comodità le radici con un doppio indice di cui il primo si riferisce 
al sistema d’imprimitività, il secondo al posto che vi occupa la radice. 
Così distribuiamo le » radici nel quadro 


] Xu Cio wie) e) e Ls 
Lai Log 03016, LL Los 
b) 
| Xrl XLr2 IMI SARO Xrs | | 





le cui orizzontali rappresentano i sistemi d’imprimitività. Prendiamo 
ora una funzione razionale simmetrica delle radici della prima orizzon- 
tale p. e. | 

Yy=(P-%n) (P_Mma)...(p_2s), 


essendo p una costante arbitrariamente scelta nel campo di razionalità. 


I valori numericamente distinti che y, assumerà saranno al più gli x 
valori 


Yy=(-Za) (p- La)... (0 — ia) 
(=1,2,...7) 
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e noi supporremo appunto p scelta in guisa che questi » valori siano 
distinti ciò che è sempre possibile, evitando al solito un numero finito 
di valori per p. Costruiamo ora la risolvente 


py)=(Y-%) Y-v)... (yy) =0, 
il cui gruppo sarà (S. 70) il gruppo H indotto da G sui sistemi di 
imprimitività. Se aggiungiamo al campo di razionalità la radice y, della 
© (y)=0,il gruppo G della proposta si abbassa a quel sottogruppo che 
lascia fermo il primo sistema d’imprimitività e però il fattore 
(Zu) (AC —- Za)... (AZ) 


ne viene separato razionalmente; si ha cioè 


(€ - x) (A-%0)...(1€-x) = + 214) CH 0g (je? +..-p as (Y/), 


dove le « sono razionali intere in y, con coefficienti appartenenti al 
campo primitivo di razionalità. Eseguendo sull'identità precedente una 
sostituzione dell’antico gruppo G di GALOIS, che porti il 1.° sistema di 
imprimitività nell’1®°, avremo: 


(e-za) (1-2). (ea) = + (YET 4 de (Ye +..H- 0 (Yi) 
ie Ze ri 
Abbiamo quindi 


fa= 1 jet +or da + oo) e* +. bos (4) | 
e possiamo enunciare il resultato : 
L'equazione f (x)=0, a gruppo imprimitivo, si ottiene eliminando y 
fra le due equazioni 
(p@=y toy +ey*+...touyte=0 
(pae t+ a) +...+a@=0. 
Viceversa è facile vedere che ogni equazione ottenuta in questo modo 
ha un gruppo imprimitivo. 
Osserviamo infine che, risoluta la risolvente « (y) = 0 che scinde i 
sistemi d’imprimitività, 1 singoli fattori irriducibili 
(C- x) (e - ri)... (£- x) = 0 


di f (2)=0 hanno gruppi di GaLois simili fra loro. E infatti se T è il 


LI 


ce et e e i 
Y 2 r 04 PAT | ta + eu 
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sottogruppo di G che lascia fermo il 1.° sistema, 9g una sostituzione di G 
che porta questo sistema nell’?*°, sarà 97 Tg il sottogruppo che lascia 
fermo questo i" sistema, ossia sarà 9g Tg il gruppo di GALOIS per 
l’ equazione | 

(- x) (a - 2%)... (a- x) =0. 


$.72.— Arriviamo ora alla parte più importante delle teorie di GALOIS, 
a ricercare cioè come la composizione del gruppo di GALOIS si rifletta in 
corrispondenti proprietà della equazione. Per esprimerci con maggior 
brevità diremo semplice 0 composta un'equazione (in un dato campo di 
razionalità) secondo che il suo gruppo di GaLoIs è semplice o composto. 
Dimostriamo l’ importante teorema: 

Alla risoluzione di un'equazione composta f(x)=0 può sostituirsi la 
successiva risoluzione di equazioni ausiliarie semplici. 

Sia G il gruppo di GaLois della proposta e, supponendolo composto, 
indichiamo con G, un suo sottogruppo invariante massimo. Prendiamo, 
secondo il $. 69, una funzione razionale 


IEZZO FARI) 


delle radici della proposta il cui sottogruppo numerico sia precisamente 
G, e con essa costruiamo la corrispondente risolvente 


d., (9) =0, 


il cui grado e, eguaglierà l’indice di G, in G. Il gruppo di questa risol- 
vente sarà ($S. 70) il gruppo fattoriale 


G 


Hi fo 9 


che è un gruppo semplice ($. 21). Il gruppo H, transitivo sulle e; radici 


YU Y2 6. .Ye 


della risolvente ha un ordine precisamente eguale ad e; esso è quindi 
semplicemente transitivo e nessuna sua sostituzione, tranne l’identità, 
lascia ferma una radice. Ne segue che qualunque radice di e; (y) = 0 
è razionalmente esprimibile per una radice fissa arbitraria, cioè: la rè- 
solvente e, (4) = 0 è un'equazione normale. 





WAP EVS Fn 
PAN è s, ri 4 ° ì L 
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Se supponiamo risoluta la risolvente 


Ce (4) ner? UE 


per il che basterà conoscere ed aggiungere al campo di razionalità una 
sua radice, il gruppo della proposta scende da G al sottogruppo inva- 
riante massimo G,. 

Partendo ora dal nuovo campo di razionalità in cui il gruppo di f (x) = 0 
è G,, prendiamo un sottogruppo invariante massimo G,in G,, e sia es 
il corrispondente fattore di composizione ; costruuremo nel medesimo modo 
una nuova risolvente 


Peo (2) a US 


che sarà un’equazione normale semplice, il cui gruppo coinciderà col 


G i i a" 
gruppo fattoriale —. La risoluzione di we (2)=0, cioè la conoscenza 
G 

2 


di una sua radice, abbassa il gruppo della proposta da G, a Gs. Così 
continuando, arriviamo all'importante risultato : 

Se l'equazione proposta f(x)=0 ha per gruppo di GALOIS un gruppo 
composto G, di cui sia 


Cade Gel 
una serie di composizione, coi fattori di composizione 
Ori Cosi 
la sua risoluzione si riduce a quella di successive risolventi normali semplici 
pa (Y)=0, gs (A) =0... pe, @)=0, 


i cui gradi coincidono coi rispettivi fattori di composizione e è corrispon- 


‘ denti gruppi sono è gruppi fattoriali di G. 


In qualunque modo si riduca così la risoluzione di un’equazione 
composta a quelle di successive risolventi semplici, i teoremi di JORDAN 
e di HoLpER sull’invariabilità dei fattori di composizione e dei gruppi 
fattoriali ($$. 19, 21) ci dimostrano che gli ordini di queste equazioni 
ausiliarie e i loro gruppi di GALOIS rimangono sempre gli stessi, 
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CapitoLO VI. 


Equazioni Abeliane. — Condizioni di risolubilità di un’equazione per radicali. — 
Risolventi di grado < » dell'equazione generale di grado n. — Equazioni 
di grado primo risolubili. — Risolvente di LAGRANGE. 


$. 73. — Andiamo ora ad applicare le teorie generali fin qui esposte 
ad un'importante classe di equazioni che per primo ABEL considerò e 
che portano per ciò il nome di equazioni Abeliane. Chiamiamo Abeliana 
ogni equazione il cui gruppo di GaALoIs sia un gruppo Abeliano ($. 30), 
cioè un gruppo le cui sostituzioni siano due a due permutabili. 

Se l'equazione Abeliana 


f (2) =0 
è riducibile, essa si scinde nel prodotto di più equazioni Abeliane irri- 


ducibili. 
E infatti se le » radici si dividono in più sistemi di transitività 


WE Us ASOREnI 


[zia A o Lr] 


ciascuna sostituzione del gruppo Abeliano G sarà il prodotto di altret- 
tante sostituzioni prese da gruppi Abeliani transitivi 


Lai 
sulle radici di ciascun sistema e i corrispondenti fattori irriducibili di f (x): 


ha) =(e-2) (e-4) (ed 


eguagliati a zero daranno altrettante equazioni Abeliane coi gruppi 


parziali 
Pali 


Ora, supposta l'equazione Abeliana di grado % 
f(a)=0 


irriducibile, facilmente vediamo che il suo gruppo transitivo G è pre- 
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cisamente d’ordine ». E infatti se una sostituzione 9 di G lascia ferma 
una radice p. e. x,, vi sarà in G una sostituzione che trasporta x, nella 
radice arbitraria x; e la 779 =g lascierà ferma «;; ne segue che g è 
l’identità. L'ordine di G è dunque uguale a 7 ($. 10) e noi indicheremo 
con 9g; quella sua sostituzione, perfettamente determinata, che porta x, 
in %;. Se ora aggiungiamo al campo di razionalità una radice, p. e. x, 
il gruppo di Garors si abbasserà all'identità ($. 66) e tutte le altre 
radici saranno razionalmente note. Avremo quindi in particolare 


Xi 0, (2) Neto ra 0, (21) ’ 


dove 8;, 8 sono funzioni razionali, che possono supporsi intere e di 
grado n—1 al più. Sia x, la radice in cui il prodotto 


Gi Gi = Jk Yi 
porta la x,. Applicando alle relazioni 
xi d(a)=0, x —-U (a) =0 
rispettivamente le sostituzioni 9, gi del gruppo di GALOIS, ne deduciamo 


a_i (MM) =0, a 0;(2))=0, 
cioè 
9; (0 (2)) = (0; (2). 
Abbiamo dunque il teorema: 
Ogni equazione Abeliana irriducibile è un'equazione normale, cioè per 
una sua radice qualunque, p. e. x,, tutte le altre sono razionalmente espri- 
mibili; inoltre se di (x) , dx (x) sono due radici qualunque, si ha 


9, (0, (2) = (0 (2), 


ossia le operazioni 8, eseguite sulle radici, sono due a due invertibili. 
Inversamente è facile dimostrare che, se per un’equazione normale irri- 
ducibile le operazioni razionali 0, che applicate ad una radice danno le 
altre, sono due a due invertibili, l'equazione sarà Abeliana. Anzi basterà 
supporre che per una radice fissa , dell'equazione irriducibile siano 
esprimibili razionalmente tutte le altre, mediante operazioni 8 due a due 
permutabili, perchè ne segua che l'equazione è Abeliana e la proprietà 
supposta per la radice x, ha quindi luogo per ogni altra radice. E in- 
fatti poichè, aggiunta x, al campo di razionalità, l'equazione è risoluta 


MESIDTO O net i 
. i SMART. . 
d, 7 
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il gruppo transitivo G sarà d’ordine » e potremo, come sopra, indicare 
con 9g; la sostituzione che porta , in x;. Si abbia ora 


(1) 0 (ed ; tr (2) = 0; 


indicando con x, la radice in cui %, è portata da 9;9:, con %s quella in 
cui è portata da 9: 9; ed operando sulle due relazioni (1) rispettivamente 
con 9, 9i ne dedurremo 


ar=0; (0 (2)), ve = (0; (2), 
quindi, per la permutabilità supposta delle operazioni 6 
Ly = Ls gy,Y= S. 


Dunque 9; gr, 9 9i portando x, nella medesima radice x, sono iden- 
tiche: 
Gi Gi = Ik Ii 


ed il gruppo è in conseguenza Abeliano, c. d. d. 


$. 74. — Se applichiamo il risultato finale del $. 72 ad un’equazione 
Abeliana composta, vediamo subito che le successive equazioni ausi- 
liarie semplici (risolventi) saranno anch’esse Abeliane ed inoltre i loro 
gradi, eguagliando i fattori di composizione del gruppo, saranno altret- 
tanti numeri primi ($. 30). Alla risoluzione di un’equazione Abeliana 
di grado composto n= p?f1pî?...p? si può quindi sostituire quella di 
altrettante equazioni Abeliane di grado primo e precisamente di a, 
equazioni di grado p,, 2» di grado p, ecc. 

Basterà dunque occuparsi della risoluzione di un’equazione Abeliana 
irriducibile di grado primo Il gruppo di una tale equazione consta evi- 
dentemente delle p potenze di una sostituzione ciclica sulle p radici; 
ma noi generalizziamo la ricerca considerando la risoluzione di un’equa- 
zione Abeliana di grado qualsiasi » ma il cui gruppo consti delle » 
potenze di una sostituzione ciclica sulle » radici 


S —_ (25 Xi La CISCO VA) DI 
che qui prendiamo per comodità cogli indici 


01152; ca. tati 





presi (mod »), e riguardiamo quindi x,=%s quando r ="s (mod ). In 


d 


F 
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altre parole noi ci occupiamo qui della risoluzione di un’equazione Abe- 
liana irriducibile il cui gruppo abbia una base di un solo termine. 


hi 


E chiaro che, rappresentando il gruppo Abeliano di un’equazione Abe- 
liana qualunque per mezzo di una base 

[AGI ] 
al modo del S. 33, ed applicando il processo del $. 72 ai gruppi 


oi=|919:::.9], IV AINITA Green e 


ridurremo appunto la risoluzione dall’equazione Abeliana a quella di 
successive equazioni Abeliane a gruppo ciclico, di gradi n,, #3, #3... 
Consideriamo dunque la nostra equazione Abeliana 


dana Li. Pani d,= 0, 


il cui gruppo è 
RIA ae er e inte 


con 
S = (20 Hi Mo 00 è Giai 


Sia 
Xi a 9 (2) 


essendo 8 una funzione razionale intera di grado < ». Applicando alla 
relazione precedente la S e le sue potenze e ponendo per brevità 


0a ta) (Eee tn..., 
troviamo 
n=), a= (1). n= (1), =" (0). 
Le radici della equazione Abeliana formano in tal caso, come si dice, 
un unico periodo. Viceversa si vede subito che se le radici di un’equa- 


zione Abeliana irriducibile formano, convenientemente ordinate, un unico 


periodo 
Lo ’ È) (2) ’ 8? (%o) Li da LEE (%) o) 


il gruppo dell’equazione sarà il gruppo ciclico generato dalla sostituzione 
est i)() 


Indicando con e una radice n” qualsiasi dell’ unità, che aggiungiamo 
al campo di razionalità ove già non vi figuri, consideriamo la funzione 
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razionale delle radici della proposta 


ye tento + +e rn, 


per la quale adottiamo la notazione 
(om) =. +e Kn 
Se a questa funzione y, razionale nelle radici della proposta appli- 
chiamo la sostituzione fondamentale S del gruppo di GaALoIs, otteniamo 
y=QL+extegng +... +e om=e%, 


onde segue che la sua »”“ potenza 


Yi” i (e i Mo) 


rimane numericamente invariata applicandovi la S e le sue potenze e 
però essa è razionalmente esprimibile per le quantità primitive del campo 
di razionalità e per s. 


Ora diamo ad e il significato di una radice primitiva n" dell’ unità 
e poniamo 


(2) (e, 2)" = B;; 


queste quantità B, saranno tutte razionalmente note e però le (e, 4) si 
otterranno estraendo una radice »”“. Dalle » equazioni lineari 


(1, xz)=%+@ + % tie + Uni ia 
e, )=Wnt5n +e% ia A VB: 
e ago +4 +. + RICO 


. . . . . 


(nen tertmtet bat... +0 Ve 





sommando, coll’osservare che per r = 0 (mod x) si ha 





(4) 1+eo+er+...+ gent _ino, 
risulta 
(A) i - at VB, +vB. +...+ VBa, 


n 


la quale formola ci fa conoscere con estrazione di radicali la prima ra- 
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dice x. Le altre possono dedursi razionalmente da x,, ma si calcolano 
anche dalle equazioni lineari stesse (3). Moltiplicandole ordinatamente 
per 1,e,e”,...e#-", coll’osservare la (4), si ha 


— ai + e” VB, RE e? VB, Le Ma SL s{n_r VB 


n 
r=0, 1,2...n—-1. 


(A) = 





Ciascuno degli n—1 radicali che figurano in questa formola di riso- 
luzione è suscettibile di » diverse determinazioni; ma, come ora dimo- 
streremo, basterà dare al primo radicale i suoi » valori, i rimanenti 
radicali potendosi esprimere razionalmente pel primo. 


S. 75. — Per compiere la richiesta modificazione della formola (A), 
basta risalire al significato che, secondo la formola (2), ha per noi 


n 


VB, TT (e”, o) ù 


Applicando la sostituzione fondamentale S la funzione (e, x) si mol- 
tiplica, come abbiamo visto, per e e similmente la (e, x) per e”, onde 
il prodotto 


(0) (GG) = VB, (VB) 


è razionalmente noto. Poniamo dunque 


Mb VBili=ne 


essendo c, una quantità razionalmente nota (nel campo ampliato con e). 
Supponendo dunque che sia 


Re), 


avremo 


PRE , 


Cr VS r 
VB, = B, (VB) 
e la formola (A) di risoluzione prenderà la nuova forma 
(B) i RATORI a A NOT 
Urra n 1 1 B, 1 B, 1 eg'ple 


C 


n_l ta PIRA | 
+ (VBO |, 





uaar: DER d'a 
bizona i 
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nella quale dando a ‘VB, i suoi » valori si otterranno, come subito si 
vede, tutte le » radici. 

La trasformazione della formola (A) nella (B) suppone, come sopra 
si è avvertito, che non sia 


(e, %o) =0. 


Quando questo caso eccezionale si presenti si potrebbe ricorrere alla 
riduzione della equazione Abeliana a successive equazioni di grado primo, 
ove il caso eccezionale non può presentarsi '). In modo migliore si eli- 
mina la difficoltà col procedimento seguente dovuto a WEBER *). Essendo e 
una radice primitiva »” dell'unità e p un fattore primo di n, è facile 
vedere che può sempre scegliersi un conveniente esponente ) = 0 (mod p) 
tale che sia 


(e 9 x) +0 
Si ha infatti 
\)=n-1 ) 
N‘ » (e 9 o) 
\=0 
\=n-1 
na,= DI sea) 
A 
da cui 
\an-1l 


n(x— %) = d, ET 


Ponendo n=pg.si avrà in particolare 


\=n-1 


n (XL, — %) = DI M-1),%); 


il primo fattore, sotto il segno È, «TM -1 si annulla tutte le volte che 
) = 0 (mod p) e se il secondo si annullasse sempre quando Xi = 0 


4) Per n primo le potenze e” di e con r & 0 (mod n) sono tutte primitive e 
se fosse sempre 
(Raziel ‘ 


. . . È a | 
la (A*) darebbe per ogni radice il valore razionale "i i; "l 


?) Algebra. — Bd. I, pag. 547. 
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(mod p) ne seguirebbe x,=, e la proposta irriducibile avrebbe radici 
eguali ciò che è assurdo 1). 

Ciò premesso, decompongasi » nei suoi fattori primi e sia 


n=pi par... pr ; 
poniamo inoltre per brevità 
Ni = —— s N = —T— geo = — 
Dia Pa? Dr 


e scegliamo, secondo le osservazioni superiori, gli esponenti 
), = 0 (mod pi), id = 0 (mod pa) ...}, = 0 (mod p,) 
in guisa che sia 


Cia) t0, 2) +0... +0. 


i, S] ra 3 è 
Le quantità (a), > 2)"?2°... sono razionalmente note; in- 
dicandone i valori con :, Y2,. .. x avremo 


Va PI? cul; 


LI gyr À day ne) 
(e 3 , wo) paù Via bj (e si Tr le MRC (e 0; %o) E Vir 7 





E facile ora esprimere razionalmente una qualunque quantità 


(e° 5 Xo) FIST: VB; 


razionalmente per i precedenti radicali. Si osservi per ciò che la funzione 
razionale delle radici 


a= (e, xe 
acquista per la sostituzione S il fattore 
e (MIN... 4h) — 8 
onde. se determiniamo y in guisa che sia 


Qu + dna +... +d,%)vE=—8 (mod n), 


1) Questa considerazione di WEBER dimostra che il caso eccezionale non può 
mai presentarsi quando n» è la potenza di un numero primo. 
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la #s sarà razionalmente nota. La congruenza superiore è sempre risol- 
vibile perchè 


2 Mn + Ag Na +... Dda Mr 


è primo con n. Avremo dunque: 


(€ P$* 


e SA 
Vivi vee 


Sostituendo questi valori di ‘VB; (s=1,2...w- 1) nella formola (A) 
di risoluzione e dando ai radicali 





"VB, = (8,4) = 


y n 





P'LAANIDLE DI 
Ot TI di 
Vin, Vie... Vir 


i loro valori diversi, si avranno nuovamente tutte le radici. Possiamo 
quindi enunciare il risultato finale col teorema: 

Un'equazione Abeliana a gruppo ciclico sulle n radici si risolve ag- 
giungendo al campo di razionalità una radice primitiva n"® dell'unità ed 
estraendo un radicale d’ indice n. 


$. 76. — Siccome la risoluzione di un'equazione Abeliana qualsiasi 
si può ridurre a quella di successive equazioni Abeliane a gruppo ciclico 
abbiamo poi il teorema generale: 

Ogni equazione Abeliana è risolubile per radicali. 

Ma possiamo precisare di più quali radicali saranno da estrarsi per 
la risoluzione e dimostrare che, ordinando convenientemente la formola 
di risoluzione, è radicali saranno separati cioè non porteranno l'uno sul- 
l’altro. Determiniamo per ciò, secondo il $. 33, una base 

[919298 + «+ Ir] 


del gruppo G di GALOIS e siano 


Ni, Na, Ng 0 0. Vy 


i periodi rispettivi delle sostituzioni generatrici, cioè gli invarianti del 
gruppo Abeliano che diremo anche gl? invarianti dell'equazione Abeliana. 
Consideriamo i sottogruppi di G 


Gi==lgegs.-.grl, Gr=[4r9s1<gil«. Gre Gao 
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e per ciascuno di essi prendiamo una funzione razionale delle radici 
della proposta che resti numericamente invariata per le sole sostituzioni 
del rispettivo sottogruppo. Costruiremo così altrettante risolventi Abe- 
liane della proposta dei rispettivi gradi 


Ni, Na, N3. . +Uri 


ciascuna di esse, pei risultati generali dei $$. 69, 70, sarà a gruppo ci- 
clico. Risolveremo quindi, pel $. precedente, queste successive ausiliarie 
ampliando il campo di razionalità coll’aggiunta di una radice primitiva e 
dell'unità d’ordine »,, dopo di che saranno note anche tutte le radici 
dell’unità di ordini 7, 73,...?, che sono divisori di », ed estraendo 
quindi r radicali separati 


No ny 


Pete ch pal 
VAGA SEO: VATI 


le quantità sotto il segno essendo note nel campo di razionalità ampliato 
coll’aggiunta di e. Ma coll’estrazione di questi » radicali separati anche 
la proposta è risoluta. Infatti il suo gruppo si riduce ($. 66) al sotto- 
gruppo comune di G,, G,...G, che è l'identità. 

Abbiamo dunque il teorema finale: 

Per risolvere in un campo di razionalità (R, R', R"...) un'equazione 
Abeliana di invarianti 


Ni, No, 00.Nr 


sì aggiungerà al campo di razionalità una radice primitiva e dell'unità 
d'ordine eguale al primo invariante, e si estrarranno r radicali separati 


Moro Na — UST 
ASA ASI VAL 


di indici eguali ai rispettivi invarianti del gruppo, le quantità sotto il segno 
essendo razionali nel campo ampliato (R, R', R'...e). 


$. 77. — Supponiamo ora che un’equazione Abeliana a gruppo ciclico 
abbia i coefficienti reali e il campo di razionalità stesso sia pure reale, 
nel qual caso la funzione 0 (x) sarà pure a coefficienti reali. Allora sì 
può dare, secondo ABEL, alla formola (B) di risoluzione, una forma par- 
ticolare molto notevole. Noi supporremo qui senz’altro che il caso ec- 
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cezionale ($. 75) non sì presenti; in tal caso si giungerebbe al mede- 
simo risultato mediante considerazioni analoghe a quelle del $. citato ’). 

Osserviamo per ciò che se l’equazione Abeliana ha una radice reale 
(come accade certamente se il grado » dell'equazione è dispari) tutte 
le altre radici, come funzioni reali a coefficienti reali di questa, saranno 
pure reali. Allora le due quantità 


n» 
VB, na (e, %o) = % + EZI d- HELS + SO se snl ER 


VB (toletta +e 


saranno coniugate. Ma se una delle radici della equazione è immagi- 
naria, quindi tutte le altre, allora dimostriamo che l'una di queste quan- 
tità è eguale alla coniugata dell’altra cangiata di segno. E invero se 
supponiamo che la coniugata di 2, sia x, da 


Ly ne 9” (00) 


segue 
Xytk = (4%) 


e però x, ha per coniugata x, 47. Facendo y=#, sarà «x coniugata 


di x, indi 
Lak = Lo 
onde 
) 


k=<—-. 


2 





Ora abbiamo 


Ga)=Ye, 
percorrendo y un sistema completo di resti (mod ») e la coniugata di (,%,) 
è dunque 
eh 4h n 
Seta; 


n AA 
Ponendo r + up ed osservando che p percorre con 7 un sistema com- 


pleto di resti (mod n), la quantità precedente può scriversi 
Vetta 
SRO 
7 6 


i) Cf. WEBER. — Bd.I, p. 548. 





i 
e 
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e a causa di 2 = -1 sì ha 
Dada = Nera Ser 
p p 


ciò che dimostra la nostra asserzione. 
La quantità 


n "n 
; VB. VBA = Cn_13 


che è razionalmente nota ($. 75), è adunque reale e più precisamente 
positiva o negativa secondo che l'equazione ha le radici reali od imma- 
ginarie. Se poniamo la quantità razionalmente nota B, sotto la forma 


B,=p(cos w+% sen %) 
sarà, per quanto sopra abbiamo visto, 
B,_1=p(cosw-isenw), 


indi 
B, Baci SIrà 


PI I 
del 


avendo indicato con c il valore assoluto di c,_;. Ne deduciamo 


n 
ia iV0 


DEAN TI 9 i 9 
VB. = ve ( cos DISIEA i sen SPOl8) 


x 


e quindi 


. Lac stessa, come le altre c; che figurano nella formola (B) di riso- 
luzione, sono razionalmente esprimibili per 


ATI ATE 
e = C0S — _ 
c n + è sen To; 
onde alla (B) si potrà dare la forma 


154 = +2YT w+2r7 
n= -| a+ Ve (008 SEE + i son SE 


n 


+@+i9) (cos —————“‘l4Z+ 1 gen 


STE 3 


2(0 ul. 2(0+277) 
SR) 


(od +i 8) ve (co 
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essendo c, 2, B, 2, 6... quantità razionali in cos ca, sen ca, Possiamo 
quindi enunciare il risultato sotto forma geometrica: 
Per risolvere in un campo di razionalità reale un’ equazione Abeliana 
ciclica di grado n basta eseguire le operazioni seguenti: 
1.8 dividere la circonferenza in n parti eguali; 
2.2 dividere un angolo w, che si può costruire, in n parti eguali; 
3. estrarre la radice quadrata da un'unica quantità c. 
Si osserverà che, se » è una potenza esatta del 2, tutte le costru- 
zioni geometriche qui indicate sono eseguibili elementarmente cioè col 
solo uso della riga e del compasso. 


$. 78. — Per ricercare le condizioni di risolubilità per radicali di 
un'equazione è necessario che consideriamo più da vicino quella prima 
e più semplice classe di equazioni Abeliane alle quali conduce il pro- 
blema della divisione della circonferenza in un numero qualunque di 
parti eguali. Esporremo più tardi (Cap. VII) la teoria di queste equa- 
zioni, dovuta a Gauss, che primo ne dimostrò la risolubilità per radicali ; 
ma per ora ci limiteremo ad esporre quanto è necessario conoscere per 
l’accennata ricerca. 

Se p è un numero primo, l’ equazione 





aP- 1 


ba ar —ak+a?®+...+a+1=0 


ha per radici le p—1 radici primitive dell’ unità 


riti 


a9A 4 r.2T 
CLENI:C0N RE 








VERA Md Dee 


e la risoluzione di questa equazione equivale appunto geometricamente 
alla iscrizione nel cerchio del poligono regolare di p lati. Importa che 
determiniamo, nel campo assoluto di razionalità, il gruppo di GALOIS per 
questa equazione. A tale oggetto cominciamo dal dimostrare il teorema: 

L'equazione: 7 + > + ...+%+1=0alle radici primitive p"° del- 
unità è riducibile. 

Ciò segue facilmente dal teorema dimostrato al principio del $. 60 
(EISENSTEIN), 





t xP-1 
IRRIDUCIBILITÀ DELLA EQUAZIONE i] st 0) L77 





Posto infatti «=y+1, la nostra equazione diventa 


bio: 
y 


ossia 
—1 
gr + pg? + POSI) IS +p=0 


ed avendo tutti i coefficienti, dopo il primo, divisibili per p e l’ultimo = p, 
essa è certamente irriducibile. 
Ora se poniamo 
2Ti 
een AL 


tutte le altre radici sono esprimibili razionalmente per e; inoltre pos- 
siamo ordinarle in guisa che formino un unico periodo. Indicando infatti 
con g una radice primitiva (mod p), le p-—1 radici 


2 —2 
e, 9,8 .. .e9° 


sono distinte fra loro perchè si ha ="=e° solo quando 7 = s (mod p), 
e ciascuna di esse è la potenza 9g” della precedente, mentre 


sr i e. 


È (a 

Per quanto abbiamo visto al $. 74, risulta che il gruppo di GALOIS 
della nostra equazione è il gruppo ciclico T,_, generato dalle p — 1 po- 
tenze della sostituzione 







2 —2 
Sale he...) 
L’attuale equazione Abeliana è composta e se decomponiamo il grado 
p-1 nei suoi fattori primi, sia 


CAN (04 Ap 
p—_1=2 ni SLA 
ed applichiamo le osservazioni al principio del $. 74, abbiamo il teorema 
seguente : 

Per trovare la radice primitiva p"“ dell’ unità 


Dir 


o . 
L= tag a RON : 
p p 


12 
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essendo p un numero primo e 
p—1=2° pi prr...pi', 

basta conoscere le radici primitive dell’ unità 


- E, €24 0 0 + Er 
dei rispettivi ordini 
Pi, Pa, ORO - Pr, 


indi estrarre a radici quadrate, a, radicali d’indice p,, vs d' indice p. ecc. 


$. 79. — Dopo le ricerche dei $$. precedenti sulle equazioni Abeliane, 
riprendiamo la trattazione della teoria generale per completare i risul- 
tati, ottenuti al $. 72, sulla riduzione di un’equazione composta a suc- 
cessive equazioni semplici. Tale riduzione è stata ottenuta adoperando 
delle equazioni ausiliarie semplici speciali e precisamente delle risolventi 
della proposta. 

La prima questione da risolversi, per elevarsi alla teoria generale, 
è ora quella di esaminare se l’abbassamento del gruppo di una equa- 
zione può ottenersi aggiungendo al campo di razionalità le radici di 
un’equazione ausiliaria qualsiasi. Stabiliremo per ciò il seguente teorema 
fondamentale di JoRDAN, nel modo come fu completato da HOLDER DI 

Se il gruppo G di GALOIS per una equazione 


f@)=0 


sì riduce ad un suo sottogruppo G, per l'aggiunta di tutte le radici di 
un'equazione ausiliaria 
P (4) = 0, 


viceversa il gruppo LV di questa sì ridurrà, per aggiunta di tutte le radici 
della primitiva, ad un suo sottogruppo T,; inoltre G, sarà invariante in G 
come T, invariante in V,e è gruppi complementari 

do 

Govola 


saranno identici (oloedricamente isomorfi). 


1) JORDAN. Traité des substitutions, pag. 269. — HOLDER. Mathem. Annalen, 
Bd. 34. 


i b: 

n ha 
Nedo 

: to: 
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Sieno n, m i rispettivi gradi di f (x)=0, gd (y)=0 e 
A LOLA 
Uri 
le loro radici. Indichiamo poi con r l’ordine di G, con 7, quello del sot- 
togruppo G, e con p quello di l. Costruiamo una funzione razionale 
AI) 


delle radici della proposta, il cui sottogruppo numerico sia precisamente 
G, (S. 69), e con essa costruiamo una risolvente 


0 ()=0 


della proposta, che avrà per grado = e per gruppo il gruppo comple- 
è l 
mentare È . Se al campo attuale di razionalità aggiungiamo le radici 
Yi Ye 0° Ym 
dell’ausiliaria © (y) = 0, il gruppo G della proposta scende, per ipotesi, 
a G, e però 2; è esprimibile razionalmente per %,, Y2, ...%Ym, poniamo 


a=4(%, VD) 


Indichiamo ora con T}; il sottogruppo numerico di I° per la funzione 
® (Y1Y2-.-Ym) e formiamo con questa funzione ® la corrispondente ri- 


solvente di © (y)=0, che avrà per ordine 27 > essendo e. l’ordine di I, 
1 


e avrà per gruppo cl . Ma questa risolvente, irriducibile come la 08 (2) = 0, 
1 


T 
avendo con essa a comune la radice 


VR ZO EZNOAOI Alia 
coincide necessariamente con © (2)=0 e si ha quindi intanto 


r pale a 


FIERO VPI eg I 


Se indichiamo ora con 
ILA 


le g= a radici della risolvente comune 9 (2)=0 di f(2)=0, 0(4)=0, 
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aggiunte al campo di razionalità % %s...%m è nota non soltanto la prima 
radice 2, di © (2)=0 ma anche tutte le altre, essendo tutte funzioni 
razionali delle y. Dunque, considerate come funzioni delle x, le 


1,49 +0.Èq 


hanno tutte il medesimo sottogruppo numerico G,, dovendo tutte rima- 
‘ nere invariate per le sostituzioni di G,, che è per ipotesi il gruppo di 
GALOIS di f (x)=0 dopo l’aggiunta di y,42... yn. Ne segue che G, è 
invariante in G e 2, #3... 2, sono funzioni razionali di 2,, cioè la risol- 
vente 0 (2)=0 è un’equazione normale. 

Osserviamo ora come si abbassa il gruppo l della © (y)=0, aggiun- 
gendo al campo di razionalità le radici 


VI O Un 
della primitiva. Siccome 
a=DY I ae 


dopo tale aggiunta, viene ad essere razionalmente nota, il gruppo T si 
abbasserà certamente o a T, o ad un sottogruppo di T,. Ma l’ultima 
ipotesi facilmente si esclude, poichè intanto le nostre considerazioni di- 
mostrano che per l’indice g del sottogruppo l; di I a cui T si abbassa 
per l'aggiunta di tutte le radici di f (x)=0 si ha 

d2I4, 
essendo g l’indice del sottogruppo G, del gruppo G di f(x)=0, a cui 
si abbassa G per l'aggiunta delle radici di 9 (y)= 0. Ma allora, se scam- 
biamo in questo risultato le due equazioni f (x)=0, ©(y)=0, troviamo 
anche i 
q2d 
e per ciò 9 =q e F,=T, c. d. d. Naturalmente poi è F, invariante in F 
come G, in G e il nostro teorema è completamente dimostrato. 

Come corollario del teorema fondamentale, notiamo che, se l'equazione 
ausiliaria £ (y)=0 è semplice, sarà T,=1 e quindi ogni sua radice sarà 
nota quando si aggiungano al campo di razionalità x,, x»... %». Dunque: 

Ogni equazione ausiliaria semplice, la cui risoluzione contribuisca al- 


l'abbassamento del gruppo della proposta, è necessariamante una risolvente 
di questa, 
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D'altra parte, col teorema al $. 72, possiamo sempre sostituire ad 
ogni equazione ausiliaria composta una successione di equazioni au- 
siliarie semplici, che saranno quindi risolventi della primitiva. Vediamo 
dunque che la generalizzazione introdotta nelle ricerche primitive del 
S. 72, col considerare equazioni ausiliarie qualunque invece di risolventi, 
è in fondo soltanto apparente e il teorema del $. 72 ci dà tutto ciò che 
si può conseguire, per la risoluzione di un’equazione, per mezzo di suc- 
cessive equazioni ausiliarie. 

In fine osserviamo che se la proposta è alla sua volta un’equazione 
semplice, qualunque ausiliaria semplice, la cui risoluzione contribuisca 
all’abbassamento del gruppo della primitiva e lo riduca quindi, G es- 
sendo semplice, all'identità, ha il medesimo gruppo T della primitiva 
(oloedricamente isomorfo). 


S. 80. — Siamo ora in grado di ricercare le condizioni di risolubilità 
per radicali di un’equazione f (x) =0. 
Supponiamo per ciò dapprima che i fattori di composizione 


Pi, Pe è . » Pr 


. del gruppo G di f (x)=0 siano tutti numeri primi e dimostriamo che 
allora l'equazione sarà risolubile per radicali. Per ciò, applicando il 
teorema generale al $. 72, vediamo in primo luogo che le successive 
equazioni ausiliarie semplici (risolventi): 


gpi(Y) =0, Ops (e) =0... 


| sono equazioni Abeliane di grado primo a gruppo ciclico e però risolu- 
bili con rispettive estrazioni di radicali d’indici p,,p:...pr e coll’ag- 
giunta delle corrispondenti radici dell’ unità 


€, E0 è è è Er 


d’ordini p,, p2...p,. Dunque: 
Se il gruppo G di un'equazione ha per fattori di composizione altret- 
tanti numeri primi 


Pr Pa. Pr, 
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l'equazione si risolve estraendo successivi radicali d’indici eguali a questi 
fattori primi 1). 

Ora ci proponiamo di dimostrare inversamente che, se un’equazione 
f (x)=0 è risolubile per radicali, i fattori di composizione del suo gruppo 
dovranno essere altrettanti numeri primi. Noi supponiamo adunque che 
le radici di f(x)=0 possano esprimersi per mezzo di successive estra- 
zioni di radicali da effettuarsi sopra quantità note o che tali diventano 
dopo l'aggiunta di radicali precedenti. Aggiungendo via via i varii ra- 
dicali che si presentano nella supposta formola di risoluzione, nell’or- 
dine stesso che dovrebbe tenersi per l'effettivo calcolo numerico, da ul- 
timo il gruppo della equazione proposta dovrà trovarsi ridotto all’iden- 
tità, l'equazione essendo risoluta. 

Ora estrarre un radicale d’indice composto equivale ad estrarre suc- 
cessivi radicali d’indice primo e quindi possiamo dire che il gruppo di 
f(x)=0 dovrà ridursi all'identità aggiungendo successivamente le radici 
di equazioni ausiliarie binomie della forma 


(0) e = A, 


dove p è un numero primo ed A una quantità nota, o razionalmente 
esprimibile per quelle aggiunte prima. 
Indicando con 2, una radice della (a), saranno 


le altre radici sicchè, ampliato il campo coll’aggiunta di e, la (0) è una 
equazione Abeliana. Se la supponiamo riducibile, essa, come equazione 
normale, dovrà scindersi in fattori iriducibili di egual grado r ($. 63) 
e per ciò, essendo » un divisore puro del numero primo p, sarà r=1. 
Allora tutte le radici della (a) saranno razionali in (4) e l’aggiunta 


del radicale VA potrà omettersi come superflua ?). Supposto che ciò non 


1) Sottintendiamo che siano aggiunte le corrispondenti radici e) , c3 .. . er del- 
l’unità, come è necessario per dare ai radicali tutti i loro valori. 

*) Della proprietà dedotta nel testo dal fatto che la (2) è un'equazione nor- 
male di grado primo diamo qui la dimostrazione diretta seguente. Siano 2, ; 2a. . + 2y 


le radici di un fattore irriducibile della (2) dove dunque v < p. Il loro prodotto 


3 
a Di 


"a ' ” te 
È ? 
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accada, il gruppo della (2) è dunque un gruppo ciclico F, sulle p ra- 
dici ed applicando il teorema fondamentale del $. 79, troviamo quindi 
il risultato: 

a) Se, aggiunta la radice p"“ dell’ unità e, il gruppo della proposta è G 


e, per la successiva aggiunta di un radicale d’ indice p : VA,il gruppo G 
st abbassa, esso si ridurrà ad un suo sottogruppo invariante G, d’ indice = p. 

Resta ora che vediamo quale abbassamento può aver prodotto nel 
primitivo gruppo dell'equazione l'aggiunta della radice p”* dell’ unità e 
per ciò dimostreremo il teorema: 

6) Se il gruppo G' della proposta în un primitivo campo di raziona- 
lità (R,R,R"...) scende ad un suo sottogruppo G, per la successiva ag- 
giunta della radice p" e dell’ unità, sarà G invariante in G' e fra G', G 
potrà inserirsi una serie di sottogruppi 


GOSHESH TS H=ere Ge 


tali che ciascuno sia invariante nel precedente ed abbia per indice un nu- 
mero primo. 

E invero, aggiungendo e, noi aggiungiamo tutte le radici dell’equa- 
zione Abeliana 


RT 


‘ il cui gruppo I nel campo (R, R'...)sarà o il gruppo ciclico Fy_, del- 


l'equazione stessa nel campo assoluto di razionalità ($. 78), ovvero un 
suo sottogruppo. Dunque G è certamente invariante in G' ed esiste, pel 
teorema fondamentale $. 79, in I" un sottogruppo invariante I tale che 


' Pai) 


1 gruppi complementari - sono oloedricamente isomorfi. Ma, es- 


Qu 
sendo I° un gruppo Abeliano e I un suo sottogruppo, è certo possibile 


% %9...%y Sarà una quantità K razionalmente nota, onde avremo un’eguaglianza 


della forma 
iz = iK. 


Risolvasi ora in numeri interi 2, l’equazione px+vf=1 ed elevando la 
precedente eguaglianza alla potenza f, osservando che 2,2) = A si troverà 


z;= AC KB o} 


onde %,,%,...Z, sono razionali in e c.d.d. 


hi - # Ra » a) ed € eat x TL de atri ab pri Fai 
Pet (a Aaa SRI al RARE "ZIP OREIOANA PIRO TOI 
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($$. 30-33) inserire fra I°, I una serie di sottogruppi i cui fattori di 
composizione siano numeri primi; la stessa cosa è dunque possibile 
anche fra G' e G. 


$. 81. — Basta ora riunire i risultati del $. precedente per ottenere 
il teorema finale: 

Affinchè un'equazione sia risolubile per radicali è necessario e sufficiente 
che tutti è fattori di composizione del suo gruppo siano numeri primi. 

È per questa ragione appunto che si dà il nome di gruppi risolubili 
a quei gruppi che hanno fattori di composizione primi ($. 27). 

Come abbiamo visto al $. 68, l'equazione generale di grado » ha per 
gruppo il gruppo totale Gx,. Ora i fattori di composizione di questo 
gruppo, appena n >> 4, sono: 


2, rl) 620, 

onde concludiamo: 

Le equazioni generali di grado superiore al quarto non sono risolubili 
per radicali. 

Ciò vale in particolare della equazione generale di 5.° grado, come 
pei primi dimostrarono RurriNI ed ABEL !). 

L'unico abbassamento possibile nel gruppo dell’equazione generale 
di grado » è quello che si ottiene aggiungendo al campo di razionalità 
la radice quadrata del discriminante 


Ada) 


Siccome VA è una funzione invariabile per le sostituzioni pari, la 
sua aggiunta abbassa il gruppo dell’equazione al gruppo alterno Gm, 
2 


dopo di che sono razionalmente note non solo le funzioni simmetriche 
delle radici, ma anche le semisimmetriche, cioè quelle invariabili per le 
sostituzioni del gruppo alterno, che possono esprimersi tutte sotto la 
forma 


ACOBVAG 


1) Sebbene le dimostrazioni date da RUFFINI non possano considerarsi come 
completamente rigorose, è tuttavia negli scritti del geometra italiano che la 
questione viene per la prima volta posta e trattata. Ivi si trovano altresì i 
primi germi della teoria dei gruppi di sostituzioni, sviluppata poi da CAUCHY 
e da GALOIS. 





ag Ar Re", i 
i pe 4 " Ò Pi : LI 


ca ira rr dl A A 


° 
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Y 
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essendo A, B razionali nei coefficienti della equazione. Ma, il gruppo al- 
terno essendo semplice, qualunque ulteriore abbassamento è impossibile 
non solo per estrazioni di radicali ma anche per aggiunta di radici di 
equazioni ausiliarie. 

Come si è visto al $. 68, non solo le equazioni generali di grado » 
ma persino equazioni a coefficienti numerici hanno, nel campo assoluto 
di razionalità, per gruppo di GaLors il gruppo totale e non sono quindi 
risolubili per radicali. Tale è per esempio l’equazione di 5.° grado ($. 68) 


Va Ckpa—pa—p=0 
con p numero primo. 

Se applichiamo i teoremi ottenuti alle equazioni generali di grado 
n=2, 3,4, chiaramente vediamo a quali circostanze è dovuta la loro 
risolubilità per radicali. 

Per n=2 l’aggiunta della radice quadrata del discriminante abbassa 
il gruppo all'identità (gruppo alterno) e risolve quindi l’equazione. 

Per n=3 abbiamo la serie di composizione 


Ge Gs 1 


gruppo totale gruppo alterno identità 


coi fattori di composizione 2, 3. L’estrazione della radice quadrata del 
discriminante abbassa il gruppo al gruppo ciclico G3 e l’equazione, che 
diventa allora Abeliana, si risolve estraendo un radicale cubico. 

Per n=4 la serie di composizione è 


Gu Gio Gi Gas 


eruppo totale gruppo alterno (Vierergruppe) 


coi fattori di composizione 


OBSGEROMO:, 


L’estrazione di una prima radice quadrata (sul discriminante) abbassa 
il gruppo a Gg, quella di un radicale cubico a G, e l'equazione diventa 
allora Abeliana cogli invarianti [2, 2] e la successiva estrazione di due 
radici quadrate separate ($. 76) risolve l’equazione. 

Si potrebbe anche vedere come, applicando il teorema generale del 
$. 72 alle equazioni di 3.° e 4.° grado, si ottengono le ordinarie for- 
mole di risoluzione. 





3 PROTEO LIO MAI 
Na Mi 7 (aegt* ai e 
Rei - v Li SLA 
i 
I 
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$. 82. — Le ricerche precedenti sono relative alla completa risolubì- 
lità per radicali di una equazione. Si potrebbe per altro pensare che 
esistessero equazioni &riducibili di cui una o più radici si potessero 
esprimere per radicali, senza che ciò fosse possibile per tutte. È ben 
naturale che per equazioni riducibili questo è possibile; ma nel caso della 
irriducibilità possiamo dimostrare il teorema: 

Un’equazione inriducibile, di cui una 0 più radici possano esprimersi 
per radicali, è totalmente risolubile per radicali. 

Nelle memorie di ABEL questa proprietà è enunciata dicendo che se 
ad una equazione irriducibile si può soddisfare algebricamente (con espres- 
sioni contenenti solo radicali) essa è risolubile algebricamente (per 
radicali). 

Supponiamo adunque che, per successive estrazioni di radicali, si 
pervenga a conoscere una o più radici di una equazione irriducibile di 
grado » e, come al $. 80, seguiamo via via l'abbassamento prodotto nel 
gruppo della equazione per queste successive aggiunte. Il gruppo della 
equazione, che era primitivamente transitivo, sarà certo diventato intran- 
sitivo quando le aggiunte dei successivi radicali avranno resa razional- 
mente nota una radice. Poniamo che il primo abbassamento da un gruppo 
transitivo G ad uno intransitivo G, abbia luogo per l’aggiunta di un 


? 
radicale d’indice primo p, sia VA !). Pel teorema a) al $. 80 sarà G, 
invariante d’indice p in G e poichè G, è intransitivo, G invece tran- 
sitivo, 1 sistemi di transitività in cui si scindono le » radici rispetto a G, 
conterranno tutti un egual numero r di lettere, come si vede ripetendo 
un ragionamento che abbiamo fatto al principio del S$. 35 pel gruppo 
metaciclico. Dunque intanto, se il grado » della nostra equazione è un 
numero primo, sarà 7= 1, cioè tutte le radici saranno note e l’equazione 
sarà dunque totalmente risolubile per radicali, come porta l’enunciato del 
teorema. 
In generale se 


(Arta i ere Lg i ox 





4) Nessun altro caso è da considerare perchè l’aggiunta della radice p” del- 
l’unità si riduce, pel teorema alla fine del $.68, a successive aggiunte di radi- 
cali d’indice primo. 
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sono i sistemi di transitività, saranno 


pi (1, VM= za Vaza )...(e- 2) 


SCANDICCI 


i nuovi fattori irriducibili di f (x) nel campo ampliato coll’aggiunta di VA. 
Le sostituzioni di G, sono ciascuna il prodotto di sostituzioni di varii 
gruppi parziali 
elet 


operanti transitivamente sulle lettere dei singoli sistemi. Questi gruppi 
Y,,T:,13... sono i rispettivi gruppi di GALOIS per le equazioni 


Poi COIEE, Pot 
MENO VA), VA). 


Ora, siccome G, è invariante nel gruppo transitivo G, si vede subito 
che I,, Y:, 13...sono fra loro oloedricamente isomorfi e quindi se l’e- 
quazione 


sa 
PI (@, VA) = 0 


è risolubile per radicali, tali saranno pure le altre. Ma questa equazione 
ha, per ipotesi, una radice x, esprimibile per radicali, talchè il teorema 
enunciato è certamente vero per le equazioni di grado » se lo è per 
le equazioni di grado inferiore, divisore di %. Ed, essendo dimostrato 
per le equazioni di grado primo, sarà dunque vero in generale c. d. d. 


S. 83. — Nelle ricerche fondamentali del $. 79 abbiamo esaminato 
l'abbassamento che può prodursi nel gruppo di un’equazione f(x)=0 
per l’aggiunta di tutte le radici di un’equazione ausiliaria  (y) = 0. Qui 
vogliamo generalizzare la ricerca ed esaminare ciò che accade quando si 
aggiunga una radice di un’equazione ausiliaria. Ci limiteremo per altro 
al caso, che basta al nostro scopo, in cui l’equazione ausiliaria sia èrri- 
ducibile e di grado primo. Siccome poi al problema di risolvere un’equa- 
zione f(x)=0 si può sostituire quello relativo alla sua risolvente di 
GALOIS, che è un’equazione normale, potremo supporre che la f(x)=0 
stessa sia un’equazione normale, senza limitare ulteriormente la nostra 
ricerca. 
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Ciò posto, supponiamo che per l’aggiunta di una radice y, dell’ausi- 
liaria irriducibile 


pp (Y) = 0 
di grado primo p, il gruppo di GaLors G della equazione normale 
f(a)=0 
scenda al sottogruppo G, e indichiamo con 
TRARII RISO T 
le radici della proposta e con 
Viu Yo 


quelle dell’ausiliaria. Prendiamo una funzione razionale 4 (x, 42. ..%») delle 
x a sottogruppo numerico = G,, che, per essere la f(x)=0 una equa- 
zione normale, si potrà anche esprimere razionalmente per la sola x;, sia 


dana ea) PA 
La ® (x) sarà nota dopo l’aggiunta di y, e si avrà quindi 
Pa)=0%), 


essendo ® razionale intera di grado p— 1 al massimo. Se colla funzione 
® (x) costruiamo la risolvente della proposta 


(6) Ed, 

il cui grado 9g eguaglierà l'indice di G, in G, avremo 
F,0@M))=0, 

onde per l’irriducibilità della ©, (y)=0 segue che i p valori 

M 04) 9 (Y)...9 (4) 


sono tutte radici della (8). Questi p valori (7) sono tutti distinti fra loro 
poichè, se fosse p. e. 


0V9)=9W)=...=9%) 731, 


applicando a queste relazioni le sostituzioni del gruppo fransitvo di 
GaLors della 0 (y)=0 ne dedurremmo che le p quantità () sono 7 ad 7 
eguali quindi =» e 0 (y))= ® (;) sarebbe allora razionalmente nota nel 
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campo primitivo. Ora dalla (8) si separa il fattore evidentemente ra- 
zionale 


(D-0 (4) (P_B9(4))...(P_0(4))=0 
e quindi, per l’irriducibilità della risolvente (8), avremo 
1 for ARC 


Ora se per l’equazione <,(y)=0 aggiungiamo al campo di raziona- 
lità ,, tutte le radici (x) della (8) sono razionalmente note e siccome 
la sola sostituzione identica sulle y lascia invariate le () vediamo che, 
dopo l’aggiunta di x,, il gruppo di ©,(y)=0 si riduce all’identità, onde 
segue che le y sono funzioni razionali delle x quindi di x, e la ©, (y)=0 
non è che una risolvente della proposta. Abbiamo dunque il teorema: 

Se per l’aggiunta di una radice di un’equazione ausiliaria irriducibile 
di grado primo p il gruppo di un'equazione f (x)=0 scende da G a G,, 
sarà G, sottogruppo (in generale non invariante) d’ indice p in G e l’equa- 
zione ausiliaria non sarà altro che una ordinaria risolvente di f(x)=0, 
costruita con una funzione razionale y, delle radici della proposta inva- 
riabile numericamente pel sottogruppo Gr. 

Supponiamo ora che il campo di razionalità sia reale e l'equazione 


f(@) =0 


abbia tutte le radici reali. Allora ogni ausiliaria irriducibile ©, (y) = 0 
di grado primo p, di cui la conoscenza di una radice abbassi il gruppo 
di f(x)=0, come risolvente della proposta in un campo reale, avrà essa 
stessa tutte le radici reali. Abbiamo dunque il teorema: 

Se, per l'aggiunta di una radice di una equazione ausiliaria irridu- 
cibile di grado primo, il gruppo di una equazione a radici reali in un 
campo reale di razionalità viene abbassato, anche l’ausiliaria avrà certa- 
mente tutte le radici reali. 


$. 84. — Il risultato ora ottenuto consente un’applicazione molto no- 
tevole al caso in cui si voglia abbassare il gruppo di un'equazione in 
un campo reale di razionalità, ampliando il campo coll’aggiunta di ra- 
dicali reali | 


VA, 


dove A è una quantità reale appartenente al campo di razionalità. 


MN i te Lei 
Marni CÈ "n SLI 


vo 
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Siccome l'equazione binomia 
SERRA 
è irriducibile, come si è visto al $. 80, a meno che non sia A una po- 


3 
tenza p" esatta (nel qual caso l'aggiunta di VA non amplierebbe il 
campo di razionalità) e siccome d’altra parte una sola sua radice è reale, 
salvo quando p=2 ed A è positivo, vediamo che: 

Se un'equazione f (x)=0 ha coefficienti e radici tutte reali e G è èl 
suo gruppo în un campo reale di razionalità, l'aggiunta di quanti si vo- 
gliano radicali reali non può mai abbassare il gruppo, a meno che ciò ac- 
cada per estrazione di radici quadrate su quantità positive. 

Si aggiunga che nel caso in cui l’aggiunta di un radicale quadrato - 
VA abbasso il gruppo, questo scenderà ad un suo sottogruppo (invariante) 
d’indice 2. Ciò resta naturalmente impossibile se l'ordine del gruppo 
non è divisibile per 2. Così per un’equazione Abeliana di grado impari 
in un campo reale di razionalità, tutte le radici essendo reali e l’ordine 
del gruppo eguale al grado (impari) dell'equazione, è impossibile qua- 
lunque abbassamento del gruppo per radicali reali. L'equazione è bensì 
risolubile per radicali; ma questi portano necessariamente gli immagi- 
narii e, volendoli ridurre a forma reale, si può unicamente ricorrere 
alla divisione di un angolo noto in » parti eguali, secondo il teorema 
d’AseL al $. 77. 

Un caso particolare è quello dell’equazione cubica, che possiamo ri- 
durre alla forma 


d+pxax+q=0. 


Nella formola Cardanica di risoluzione 


5 PELETTO RR 3 wr, 
ARI fi di Dana To PATO 
:=\/ AVE + +V 9 VE+E, 
quando le tre radici sono reali, sì presenta il così detto caso èrriduci- 
bile. Allora si ha che il discriminante 
2 


oi IERTARA:. 
NET 97 (E +5) 


è positivo e l’estrazione di radice cubica porta su quantità immaginarie. 
Ogni tentativo di ricondurre la formola a radicali reali, senza ricorrere 
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alle formole trigometriche (trisezione dell’angolo) riporta alla equazione 
medesima. I risultati generali ottenuti ci fanno comprendere la necessità 
di questo fatto. E invero l'equazione cubica, appena aggiunto il radicale 


quadrato VA, che è nel caso attualmente considerato reale, acquista per 


eruppo il gruppo alterno G e diventa quindi, nel campo reale (p, 4, VA), 
un’equazione Abeliana di grado impari 3. Nessuna estrazione di radi- 
cali reali può ulteriormente abbassare il gruppo. 


S. 85. — Ritorniamo alle equazioni di grado », a gruppo totale G.-,)), 
per trattare la seguente questione che ha molto occupato i matematici: 

Può un'equazione generale di grado n possedere risolventi di grado mi- 
nore od equale a n? 

Per quanto sappiamo intorno alla formazione delle risolventi, il pro- 
blema enunciato equivale all’altro 

Esistono nel gruppo totale (,w sottogruppi d’indice < n? Un'altra 
forma della medesima questione consiste nel ricercare le funzioni razio- 
nali di » variabili x,, %2...%, che abbiano x o meno di » valori distinti. 


oa 


Sia I un sottogruppo d’indice r <. » e formiamo la risolvente con 


una funzione razionale delle radici della proposta numericamente inva- 
riabile per le sostituzioni di I. Indicando con 


YyrYUz, 0. :Y 
le radici di questa risolvente, il suo gruppo sarà il gruppo complemen- 
tare H=t col quale G sarà isomorfo ; all'identità in H corrisponderà 


un sottogruppo X invariante in Gr (precisamente il sottogruppo comune 
aTea tuttii sottogruppi affini in G_m), onde, eccettuato il caso n= 4, 
sarà X l’identità ovvero il gruppo alterno. Ora, se supponiamo dapprima 
r< n, il primo caso non può darsi perchè l’isomorfismo di G, H sa- 
rebbe allora oloedrico, mentre l’ordine di H, divisore di © (r), è certo 
minore di quello x (n) di G. Dunque £ sarà in questo caso il gruppo 
alterno e per ciò y, sarà una funzione semi-simmetrica (a due valori) 
onde concludiamo: i 

Un’ equazione di grado n, che abbia per gruppo di GALOIS è gruppo 
totale (come l'equazione generale), non possiede altra risolvente di grado 
<n all'infuori di quella di secondo grado y°=À, indicando A il discri- 
minante. Fa eccezione soltanto il caso n=4. 
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Si può osservare di più che anche ridotto, coll’estrazione della ra- 
dice quadrata di A, il gruppo dell'equazione al gruppo alterno, non si 
può nemmeno costruire, a causa della semplicità di questo gruppo, al- 
cuna risolvente di grado < n. 

Riferendoci ai gruppi stessi totale ed alterno, possiamo enunciare 
il risultato dicendo: Il gruppo totale ed il gruppo alterno sopra n > 4 
lettere non posseggono alcun sottogruppo d’ indice equale ad uno dei numeri 


5, 4;/D...Nn=-1. 


Il caso n=4 fa realmente eccezione poichè il gruppo totale G., pos- 
siede (tre) sottogruppi dell’ottavo ordine e quindi l’equazione generale 
di 4.° grado ammette una risolvente cubica. Ed è appunto su questa 
circostanza che si fondano i metodi di risoluzione della equazione del 
4.° grado. Così, indicate con 


Cisti 
le radici dell'equazione generale di 4.° grado 
(M) a+ax + ba + ex +d=0, 
è una funzione a tre valori la seguente 
Yy=% a + d3%, 


il cui gruppo è il gruppo dell’ 8.° ordine 


| /1,(@M12%v) (az), (14) (1), (ci) (714) 


Gi = 
i | (1, do), (%3 4) ’ (1% ot), (0, da %%) 


Gli altri due valori di Y, SONO 
Yy= Mx + de, Yys= % Li + %3 ds 
e, poichè si trova 
Mun=3, Yuyp=ac-4d, Yyyvyv=E+d(—-4b), 
la corrispondente risolvente di 3.° grado si scrive 
(è) Y_-by + (ac-4d)y+d(4b-a)T—e=0. 


Ne abbiamo notata la forma esplicita per poter stabilire il criterio 
‘ di risolubilità dell’equazione di 4.° grado per radicali quadratici. In tale 
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ipotesi anche l’equazione cubica dovrà risolversi per radicali quadratici 
e però dovrà possedere una radice razionale. Se ne conclude: L’equa- 
zione di 4.° grado ({) è risolubile per radicali quadratici solo quando la 
risolvente cubica (è) possiede una radice razionale *). 

Così p, e. se a=c=0, la (7) è biquadratica e la (d) possiede la ra- 
dice razionale y = d. 

Un’equazione èrriducibile di 4.° grado che sia risolubile per radicali 
quadrati potrà avere per gruppo il gruppo Gs (od un suo affine) ovvero 
il gruppo G, (VIERERGRUPPE); precisamente si presenterà il secondo caso 
od il primo, secondo che il suo discriminante sarà un quadrato perfetto 
o no. Se il gruppo è G, l’equazione si risolve estraendo due radici qua- 
drate separate; nell’altro caso queste due radici portano ciascuna sopra 


una terza radice quadrata (y A) prima estratta. 


1) Come esempio di applicazione geometrica citiamo il seguente problema 
elementare : Date în un piano due rette, supposte per semplicità ortogonali, ed un 
punto, condurre pel punto una trasversale sulla quale le due rette date stacchino 
un segmento di lunghezza data. 

Prese le due rette fisse per assi coordinati, siano e, f le coordinate del punto 
fisso e E, n i segmenti che la trasversale domandata stacca sugli assi. 
Le equazioni del problema sono: 


0. 
p+iaLe+=e, 


essendo Z la lunghezza data. Eliminando x, risulta l’equazione di 4.° grado in £ 
ci — 2a + (a+ ®° — 22) E + 292€ — 2 0=0 


che non è risolubile per radicali quadrati, finchè «,,/restano arbitrari. Così 
p.e. se facciamo 
o-lepgai=i 


abbiamo l’equazione 
Di DEI4AE49E-1—0, 
la cui risolvente cubica (d) è: 
y—-4y°—16=0, 
che non ha radici razionali. Il problema proposto non è na risolubile (in ge- 


nerale) colla riga e col compasso. In casi particolari, come quando p.e.a=+fece., 
il problema diventa solubile elementarmente, 


18 
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$. 86. — Veniamo ora ad esaminare se un’equazione di grado x, a 
gruppo totale, può possedere una risolvente di grado ». Intanto ogni 
trasformata di TscHiRNHAUS della proposta è appunto una risolvente di 
grado n; ma, salvo che in questo caso ovvio, dimostriamo: Un’equazione 
di grado n a gruppo totale non possiede alcuna risolvente di grado n (che 
non ne sia una semplice trasformata di TscHirNHAUS). Soltanto il caso 
n=6 fa eccezione. 

Che il caso »=6 faccia realmente eccezione si vede subito ricordando 
che il gruppo lineare totale I sopra 6 elementi ($. 39) è di ordine = 120 
e nel gruppo totale G_,, d’ordine= 6.120 ha appunto l’indice 6. 

Una risolvente dell'equazione di 6.° grado, costruita con una fun- 
zione razionale delle sei radici invariabile per le sostituzioni di 1, è quindi 
appunto di 6.° grado, senza essere una trasformata di TscHIRNHAUS della 
proposta. 

Per dimostrare il teorema enunciato, cominciamo dall’osservare che 
il gruppo H sulle % radici 


YY2...Yn 


della risolvente dovrà essere, per quanto già si è detto al $. precedente, 
oloedricamente isomorfo col gruppo totale Gr sulle n lettere x, 42... %n; 
altrimenti la y, sarebbe simmetrica o semisimmetrica. Ne segue che H 
sarà il gruppo totale sulle y. 

Se g è una sostituzione qualunque di G ed % la corrispondente in H, 
avranno 9, è eguale periodo; a due sostituzioni simili g, 9g di G corri- 
sponderanno due sostituzioni simili %,% in H, poichè da 


/ —l 

ire VERI DAI 
essendo %, la corrispondente di H, segue 

hi=hgahigS 


Prendiamo ora in G una trasposizione; dovrà corrispondervi in H 
una sostituzione a periodo 2, cioè un prodotto di trasposizioni. Suppo- 
niamo che ad una determinata trasposizione in G corrisponda un pro- 
dotto di » trasposizioni in H, allora, per l’osservazione superiore, ad 
ogni altra trasposizione in G corrisponderà un prodotto di r trasposi- 
zioni in H e viceversa ad ogni prodotto di » trasposizioni in H (con 


uo. 








ol. ai MRI Pt Rd 
#: ata pt È; Di È N fe si x 
PA E AR pa 

fi SO Ù x 4 td, 
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lettere distinte) una trasposizione in G. Perciò dovrà il numero delle 


(m_-1) 


trasposizioni su % lettere, cioè oa eguagliare 11 numero dei pro- 


dotti distinti di y trasposizioni, con lettere diverse, su » lettere. Ora 
quest’ultimo numero è dato da 


n(n-1) (n-2)...(n-2r+1) , 
ONERE RIO] ) 





‘e però dovremo avere 





DR 1) 
(9) E SA ERO RO MD sa 


Dimostriamo ora che, eccettuato il caso n= 6, si ha necessariamente 
y=1. Supposto infatti » > 1 la (5) si scrive 
(6) (n-2)(n-3)...(n-2r+1)—2"a7(=0 


Ora, se supponiamo 7 > 3, questa equazione per » non ha soluzioni 
intere perchè, posto 


fa=-2)(e-3)...(e-2r+1)— 70), 
si ha 
f(2r)=rMj(2r-2) (2r-3)...(r+1) — 2}5>0 


e a più forte ragione f(n) > 0 pern>2r. 


1) Indicando con + (r) questo numero ed osservando che, aggiungendo ad 
un prodotto di » —1 trasposizioni una trasposizione, si ottengono tutti i prodotti 
di r trasposizioni, ripetuti ciascuno r volte, otteniamo: 


de o aa 


. indi 





de (21-14) (n 27-13) 


pe deri) (2) 


g@= Te 4 


n (n_-1) 
0a 





| e moltiplicando, coll’osservare che d (1) = 
| del testo. 


, si ha appunto la formola 


O AE E TI 
AE; PA 4° pù 
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Se poi n<2r è f(m=-2"n(r) <0. D'altronde nemmeno per 
y=2 vi sono soluzioni intere della (6)!) e soltanto per =3 abbiamo 
la radice intera n= 6. Dunque intanto: 

Eccettuato il caso n=6, ad ogni trasposizione in ( dovrà corrispon- 
dere una trasposizione in H. 

Se per significare la corrispondenza di due sostituzioni 9g, 4 in G, H 
scriviamo 

grh 
e supponiamo che si abbia 
(1 %2) > (Ya yo); (1 %3) > YeYa) ; 


avremo 
(2) Co) (4103) = (21 L22243) > Ya V) (Ye Ya) 


e però uno degli indici c, d dovrà eguagliare a ovvero d. Senza alte- 
rare la generalità possiamo evidentemente supporre d=@ e avremo 


(11%) > (Ya) è (C123) > Yao). 


Ora ad un’altra trasposizione col primo indice x,, sia (2, %y), dovrà cor- 
rispondere, per la medesima ragione, una trasposizione (y; y:) che abbia 
un indice comune con (y,?) ed uno con (yy); quindi sarà o della forma 
(Yay:) 0 dell’altra (yy). Ma quest’ultimo caso si esclude subito perchè 

(Y» Yo) = (Ya Yo) (Ya Ye) (Yayo) > (4 x2) (d 43) (d1 d2) = (43 23) 


e però ad ogni trasposizione contenente x, dovrà corrispondere una tra- 
sposizione contenente y,. Mutando gli indici alle y, potremo quindi 
supporre che si abbia 


(di KEY) = 
e quindi anche 
(2, 03) = (2 xy) (1 25) (ML) Ye) Ye) YU) Ur) 


E poichè ogni sostituzione si compone con trasposizioni, ne segue che 
qualunque sostituzione di H si dedurrà dalla corrispondente di G sem- 
plicemente cangiando le lettere x; nelle corrispondenti y;. Allora alle 


4) Il caso r=2, 0 più in generale quello di » pari, può anche escludersi & | 
priori perchè il gruppo H avrebbe allora soltanto sostituzioni pari. 


i 


1 
; 
v 
3 





dal NE, 
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Tt(n—1) sostituzioni di H che lasciano ferma y, corrispondono le x (n —-1) 
sostituzioni di G che lasciano ferma x,, quindi y, è razionalmente espri- 
mibile per x,, cioè la supposta risolvente non è che una ordinaria trasfor- 
mata di TscHiRNHAUS della proposta c. d. d. 

Il nostro risultato può anche esprimersi dicendo: 

Il gruppo totale su n lettere, per n+ 6, non può porsi în corrispon- 
denza d' isomorfismo oloedrico con se medesimo altrimenti che cangiando 
la denominazione alle lettere. 

Per n= 6 esiste un’altra tale corrispondenza essenzialmente diversa. 


S. 87. — Abbiamo stabilito al $. 81 il criterio di GALOIS per rico- 
noscere dal gruppo di un’equazione se questa è risolubile per radicali, 
consistente in questo che i fattori di composizione del gruppo debbono 
essere numeri primi. Per le equazioni il cui grado è un numero primo, 
GALOIS stesso ha spinto più oltre la ricerca nel modo che ora andiamo 


. ad esporre. i 


Supponiamo che un’equazione irriducibile di grado primo p sia riso- 
lubile per radicali. Il suo gruppo, dovendo essere transitivo ed avere 
per fattori di composizione dei numeri primi, sarà ($. 35) o il gruppo 
metaciclico 

Gp wr 
sulle p radici convenientemente ordinate 
Lo, Z13 La + 0 + pr, 


ovvero un suo sottogruppo d’ordine pè, con è divisore di p— 1. E sic- 
come nel gruppo metaciclico, e a più forte ragione in un suo sottogruppo 
G,g; esiste la sola sostituzione identica che non sposta due determinate 
radici, ne deduciamo: 

Se un'equazione irriducibile di grado primo p è risolubile per radicali, 
prese due radici qualunque, le altre si esprimeranno razionalmente per 
queste. | 

Il teorema si può facilmente invertire colle considerazioni seguenti. 
Supponiamo che la nostra equazione irriducibile di grado primo p goda 
della proprietà che per due radici fisse, p. e. 20, #1, tutte le altre pos- 
sano esprimersi razionalmente. | 

L’ordine wm del gruppo transitivo dell’equazione sarà della forma 


m=kp 


198 CAPITOLO VI. — $. 87 


e poichè la sola identità in G lascia ferme 4, %,, sarà m eguale al nu- 
mero dei sistemi di posti che x, x, possono occupare per sostituzioni di G, 
cioè al massimo a p (p—1), onde si rileva #<p. Ora G contiene certa- 
mente una sostituzione S a periodo p (ciclica sulle p radici) e quindi il 
gruppo ciclico 

IS WASISTIEE 


Se con U indichiamo una sostituzione di G fuori di l,, le p° sosti 
tuzioni di G 
SUS. {a,B=0,1,2...p—1 


non potranno quindi essere tutte distinte, perchè m < p*°. Poniamo sia 
SUS. — s*Us?, 

con «= a. B=d (mod p). Ne deduciamo 
UL: t Ri 

e, determinando il numero r dalla congruenza 


(—a)r=1 (mod 7), 


segue 
(U8°-2U"=U?SU=S0- Br. 


Dunque U, trasformando S in una potenza di S, appartiene al gruppo 
metaciclico e quindi G coincide col gruppo metaciclico 0 con un suo 
sottogruppo d’ordine p È. 

Possiamo dunque enunciare il teorema di GALOIS: 

Affinchè un'equazione irriducibile di grado primo sia risolubile per 
radicali, è necessario e sufficiente che tutte le sue radici possano espri- 
mersi razionalmente per due di esse. 

Ora si osservi che se il campo di razionalità è reale: l'equazione di 
GALOIS avrà in conseguenza una sola radice reale ovvero tutte le radici 
reali. Come corollario, abbiamo dunque il teorema: 

Se un'equazione irriducibile di grado primo, in un campo reale di ra- 
zionalità, ha più di una radice reale, ma non tutte, essa è insolubile per 
radicali. 








PERE Ta RT * 
Pare ER e 

È A ; DI 

} RENT | ) 
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Dopo ciò è facilissimo formare nel campo assoluto di razionali delle 
equazioni irriducibili di grado primo p qualsiasi insolubili per radicali. 
Così p. e. l'equazione 


fa=x+maqx—q=0, 


essendo p, q numeri primi qualsiasi ed m un intero > 1, è irriducibile 
s non risolubile per radicali appena p > 3. Essa ha infatti fre radici 
reali, due negative ed una positiva !). 


$. 88. — Il criterio per la risolubilità per radicali di un’equazione 
irriducibile di grado primo stabilito al $. precedente può trasformarsi 
in guisa da dargli anche un certo valore pratico sì da poter riconoscere, 
sopra una data equazione, se essa è o no risolubile. Per ciò costruiamo 
una funzione razionale y delle p radici 


Lo Xi 403) ® 00 0 Xp_-1 


della proposta f(x) =0, che rimanga numericamente invariata per tutte 
e sole le sostituzioni del gruppo metaciclico G,_,). Essa assumerà al- 
lora per tutte le x (p) sostituzioni sulle radici 


TALL PZ) 


valori numericamente distinti, che saranno le radici di una equazione ra- 
zionalmente costruibile 


Y-y) Y-v)...Y-y)=0. 


Questa dicesi la risolvente dì LAGRANGE della equazione proposta. 

Ora, se la f (2)=0 è risolubile per radicali, facilmente si vede che 
la risolvente di LAGRANGE avrà una radice razionale. E infatti, in tale 
ipotesi, il gruppo G della proposta sarà metaciclico quindi simile al gruppo 
costruito G,,»_,, 0 ad un suo sottogruppo d'ordine pò. Se T è una so- 
stituzione sulle x che trasforma Gy (0 un suo sottogruppo) nel gruppo 
di f(x) =0, la radice yr della risolvente di LaaranGE, dedotta dalla 
prima y, colla sostituzione T, sarà allora razionalmente nota. 


1) Si applichi la regola dei segni di CARTESIO, osservando che 


f(-)<0,f(-1)>0, fO<0, 7050. 


200 CAPITOLO VI. — $. 88 


Viceversa se una radice yr della risolvente di LAGRANGE è razionale, 
il gruppo della proposta conterrà solo sostituzioni che la lasciano inva- 
riata e queste apparterranno quindi al gruppo metaciclico T G,p_y T, 
onde l’equazione sarà risolubile per radicali. | 

Abbiamo dunque il teorema: | 

La condizione necessaria e sufficiente affinchè un'equazione irriducibile 
di grado primo sia risolubile per radicali consiste in questo che la sua risol! 
vente di LAGRANGE abbia una radice razionale. 

'. Ai risultati esposti nei due SS. precedenti si lega una serie di ulte- 
riori ricerche sulla effettiva formazione delle equazioni di grado primo 
metacicliche (a gruppo metaciclico) e sulla legge di costruzione delle 
formole che le risolvono per radicali. La soluzione completa di questo 
problema, formulato sotto altra forma da ABEL, è stata data da KRONEGKER. 
Ma noi non possiamo qui addentrarci in tali studî ulteriori e solo ci 
contenteremo di esporre i risultati ottenuti da RuncE ') per la costruzione 
delle equazioni metacicliche di 5.° grado della forma di BRrING-JERRARD 


(7) dtax+B=0, 


alla quale, come è noto, può ridursi qualunque equazione di 5.° grado 
risolvendo soltanto un’equazione di 3.° grado ?), e rimandiamo il lettore 
per maggiori notizie all’opera più volte citata di WEBER. 

Si tratta di costruire in primo luogo per la equazione (7) la risol- 
vente di LAGRANGE. 


Indicando con 
Lo, Zi, La, X3, La 


le radici della (7), queste potranno riguardarsi, finchè «, ff restano in- 
determinati, come indipendenti. Le 20 sostituzioni del gruppo metaci- 
clico sono generate dalle due fondamentali 


Delia ie 


e le 10 del gruppo semimetaciclico da S e T°. Una funzione razionale 
delle x che rimane invariata per S e T° e IURIS per l’intero gruppo 
semimetaciclico è la seguente 


Yy = XX + % Co + Xe ta +30 4-20. 


1) Acta Mathematica, Bd. T. 
2) V.i p.e. SERRET. — Algèbre supérieure, TII.ème Edition $. 192. 
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Indicando con y quella che se ne deduce per mezzo della T si ha 
Ya = Xda + a da + 241 4 21% 1 3% 


e questa rimane ancora invariata pel gruppo ciclico generato da S, onde 
segue che posto 
sa Yo Us 


sarà 2î una funzione invariabile per S e per T, quindi per l’intero gruppo 
‘ metaciclico, mentre la 2, resta invariata per la S e cangia segno per la T. 
Eseguendo sulle x le 60 sostituzioni del gruppo alterno, la 4, acquista 
soltanto 1 6 seguenti valori distinti 


2,= (00% + X102 + X27%3 + 0304 + 2,0%) — 
— (do Ca + Cad +22 + 03 + 3%) 
Za= (X1 Xa + XX tto + %9%3+ %3 21) 
— (21% + X4%3 + 3% +4, +00 21) 
#g== (02.04 + 24% + 3% + 1%, + %o do) 
— (0223+23%, + X%o da + La Xi + x Xo 


) 
(04%3 + %3%o + 0% + 0% + 1%) 
) 


2,= 
(Ryo + ot + L%3 D'A + 1 
= (0340 + 0% + dd + 14% + X2 03) 
— (43%, + XX + %a.% + Lod + a da) 
Zo= (Lo da + Xa 3 + X3 x + XL La + x4 o 


( ) 

— (00%3 + X30%4 + XxX + 2% + 2%), 

dei quali i primi quattro dopo 2, sono dedotti da 2, effettuandovi la so- 
stituzione (01243) e le sue potenze e l’ultimo 2; colla sostituzione cir- 
colare (123) non equivalente, rispetto al gruppo semimetaciclico, alle dette 
potenze. 


Questi sei valori sono dunque le radici di una risolvente di 6.° grado 
+a+as+...ag=0, 


i cui coefficienti sono razionalmente formati con VA, essendo A il di- 
scriminante della proposta. Si osservi anzi di più che siccome per una 
sostituzione impari sulle x i 6 valori 21, 2, #3, 24, #5, 26 S1 cangiano in 
altro ordine, nei medesimi valori cangiati di segno, così ogni funzione 
omogenea simmetrica di 2,, 22, #3, 24 25, #6 resta invariata anche per le 
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sostituzioni impari sulle x se è di grado pari e cangia invece di segno 
se è di grado impari. Perciò @,, @,, &s sono funzioni intere simmetriche 
delle x mentre a;, 43, a; differiscono da una tale funzione simmetrica 


solo pel fattore VA. Ora @, 4, 4 sono omogenee nelle x dei gradi 
2,6, 10 mentre VA è di grado 10; si ha dunque 


el 
UVM 


essendo 7 un coefficiente numerico e l’equazione di 6.° grado in 2 ha 
quindi la forma 

(8) S+ae'+a, +ag=mV A. e 

dove a», 04, & saranno funzioni razionali intere a coefficienti interi di 
a, B. Siccome poi a è della 4., f della 5.2 dimensione nelle x mentre le 


dimensioni di 43, 44; & Sono rispettivamente 4, 8, 12, avremo necessaria- 


mente 
Us = Mia Ag Ma Ad a 


con #;,, Ms, ms interi. Per determinare i valori degli interi m0,, #5, #3, # 
basta dare ad a, particolari valori e così facciamo a= —1,B=0 e si 
hanno per le 6 radici x i valori 


indi per le 2, quattro valori = — 2%, uno =2+ 4è l’altro = —2+4?, men- 
tre pel discriminante risulta A= — 44. Avremo quindi l’identità 


—-meg + ma e —m+16im2= (2+2i)(2°-8iz-20) = 
= 2° + 20 24 + 2402° — 320 + 512 è2 
onde: 
(25 — my 844 my 2° — mg) + 16° m° 2° = (2° + 4) (214 24 2° + 400) . 
Ne deduciamo 
Mi 20, Me 240320 
e quindi la (8) liberata dal radicale VA diventa 


(28-20 244240 0° 224320 a) = 4° A 2°. 
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Quanto al discriminante A esso è espresso per a, colla formola 
A= 405 4 5° fi. 

La precedente equazione per 2 si può quindi anche scrivere nel 

modo seguente 
(2° -— 4a) (24 — 24 02° +400 a) = 4°,5° pie. 
Se poniamo 
e=4y, 

potremo quindi scrivere l’equazione di 6.° grado in y sotto la forma 
(8) ($$ — bay +140°y+5a3? =Ay 
o sotto la forma equivalente 


(9) (y-a)°(yY°-6ay+ 250) = 5° By. 


2 
S$. 90. — La funzione risolvente y = s è certo invariabile per tutte le 


sostituzioni del gruppo metaciclico ; ma, per potere riguardare la risolvente 
(8) o (9) come risolvente di LAGRANGE della proposta, bisogna che la y non 
rimanga numericamente invariata per alcuna altra sostituzione all'infuori 
del gruppo metaciclico, ossia che la risolvente (8) o (9) non abbia ra- 
dici eguali. Ora perchè si presentino radici eguali occorre che insieme 
alla (8) sia soddisfatta l’equazione che si ottiene derivandola rispetto 
ad y, ovvero 


2($-5ag+150y+508) (3g --10ay+1509)=A 
e sostituendo per À questo valore nella (8) stessa si trova subito 
5 (f-B5ay +150°y+52°%) (y- a) =0 


Se si annulla il primo fattore si ha per la (8) stessa Ay=0, se si 
annulla il secondo risulta dalla (9) (y=0. Se supponiamo la proposta 
irriducibile non potrà aversi nè A=0 nè p=0; ma anche il caso y=0 
diventa allora impossibile perchè dovendosi annullare insieme il primo o 
secondo fattore dell'ultima espressione scritta, sarebbe anche a= 0 e la (8) 
diventa y°=A y che non ammette y=0 per radice multipla. Dunque: 

Tutte le volte che la proposta (7) 


O+ax+B=0 
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è irriducibile, la (8) 0 (9) è la sua risolvente di LAGRANGE e però la pro- 
posta sarà risolubile per radicali allora e allora soltanto che la (8) 0 (9) 
abbia una radice razionale. 

Si osservi poi che se la proposta è riducibile essa è certamente ri- 
solubile per radicali per cui siamo ora completamente in grado di giu- 
dicare se una equazione di 5.° grado della forma di BRING: 4° +ax+f=0 
è o no solubile per radicali. 

Se supponiamo in particolare. che «, f siano numeri interi, la risol- 
vente stessa (8) o (9) ha coefficienti interi e il primo eguale all’ unità, 
onde le sue eventuali radici razionali saranno interi divisori del termine 
costante 25 a. Facciamo p. e. 

dist fi=d mc; 
essendo m un intero non divisibile per 5; l’equazione corrispondente 
C4t45x+5m=0 


è irriducibile. Una eventuale radice intera della (9) dovrebbe essere un 
divisore di 5° ciò che subito si vede non aver luogo. Dunque: 
Ogni equazione di 5.° grado della forma 


CL4k45x+5m=0; 
con m intero non divisibile per 5, è insolubile per radicali. 


Al contrario se facciamo a = 0 e diamo a 8 un valore intero qua- 
lunque che non sia una 5.° potenza esatta, l’equazione 


CHB=0 


è irriducibile ($. 80) e solubile per radicali. 
Per costruire tutte le equazioni 


O+ax+B=0 
risolubili, pongasi 
VERRA 


e si sostituiscano questi valori nella (9): sl otterrà 








ded 5°. pià 
O= 10° 64425) 
fg 5° OA 


L10625) 
Dando a X, ». valori razionali in qualsiasi campo di razionalità si 
avrà un'equazione (7) risolubile, risulti questa irriducibile o riducibile. 


205. 
CapitoLo VII 1). 


Le equazioni di GAuUSS per la divisione del circolo in parti eguali. — I periodi 
di GAuUSS e le successive risolventi. — Poligoni regolari costruibili elemen- 
tarmente. — La risolvente di 2.° grado e il teorema di reciprocità pei residui 
quadratici. — I numeri complessi 4, (0). 


S. 91. — Nel presente capitolo ci proponiamo di applicare le teorie 
generali fin qui svolte al classico esempio delle equazioni per la divi- 
sione del circolo in m parti eguali per far conoscere, almeno nei suoi 
tratti essenziali, la teoria di Gauss che ha preceduto e preparato le 
ricerche di ABEL e di GALOIS, e dove appunto i teoremi generali tro- 
vano la più semplice ed elegante conferma. 

Il problema di enscrivere nel circolo il poligono regolare di m lati 
corrisponde algebricamente a quello della risoluzione dell’equazione bi- 
nomia 


(1) EE 


Nota infatti la particolare radice 


2T 2T 
e= cos 1 ?8en7 
di questa equazione, conosceremo le linee trigometriche dell’arco di cer- 
chio (di raggio = 1) che sottende il lato del poligono cercato. 
Osserviamo subito che potremmo limitare le nostre ricerche al caso 
in cui 77 sia la potenza di un numero primo p. E invero, se risolviamo wm 
nei suoi fattori primi 


Te dh T, 
MP Po Det; 
essendo ?;, 22. ..P» i divisori primi diversi di m, i numeri 


mM mM Mm 


CECA RERa 
1 2 n 
1 2 Pau 


non hanno alcun divisore comune ed è quindi risolubile in numeri in- 


teri a l'equazione 


4) Le teorie del presente Capitolo sono ampiamente svolte nel libro di 
BACHMANN, Die Lehre von der Kreistheilung, (Leipzig-Teubner 1872), al quale 
ci uniformiamo in questo rapido sunto. 


e tal pio 
e] tg PALIO EVO Rat LI 
x Lo a # i * Spi ta ah vi 4 ìl 
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e si ha perciò 


ì 
i 
i 





2 2 2r DE 
ein ferri ra VOOT o . 

n 

Di Pe Pu 


2T LIA h 
Potremo dunque comporre l'arco 7 SPpena noti gli archi 


2T 2r 2r 
x 9 Lio . . e è. r b] 
dI Pa* ia 


la cui ricerca corrisponde appunto a) caso in cui m sia la potenza di 
un numero primo. 


In altre parole possiamo dire che ogni radice wm” dell’unità è data da 
E1 €29... €n, 


essendo e; ,<»,...cn rispettivamente radici dell’unità d’ordini p11,p3?,... pi". 
Si otterranno in particolare tutte le radici primitive m”° facendo per- 
correre rispettivamente ad e, ss...» le corrispondenti radici primitive. 

Ma dapprima esporremo alcune considerazioni sul caso generale in 
cui 22 sia un numero composto qualunque, specialmente allo scopo di 
scindere la funzione 


g®-1 


nei suoi fattori irriducibili e di determinare il gruppo di GALOIS per 
ogni equazione corrispondente. Per questo ricordiamo che tutte le radici 
della (1) sono date da 


Qreir 


essre 0g 





e che fra queste sono radici primitive quelle in cui » è primo con w; 
il numero delle radici primitive è © (m). Ogni altra radice non primi- 
tiva, ove r abbia con m un massimo comun divisore è > 1, è radice 
dell'altra equazione binomia di grado inferiore #m divisore di 7 


xò = 1. 


Coi noti processi razionali possiamo liberare la equazione (1) da tutte 
le radici che essa ha a comune con queste equazioni di grado inferiore 





Li Ò 
n. 
x 


COSTRUZIONE DEI POLINOMII X, 207 


e formare così un’equazione a coefficienti razionali di grado v= % (m), che 
indicheremo con 


sana Lago A. =0, 


le cui radici saranno tutte e sole le 2 (m) radici primitive m”° dell’unità. 


S. 92. — Per procedere alla costruzione effettiva di questi polinomii Xm 
cominciamo dal caso particolare in cui m sia la potenza di un numero 


primo m=p". Tutte le radici non primitive di x =1 soddisfano all’al- 


. E, rl . vu . . 
tra equazione #" =1 e si ha per ciò immediatamente 


ML Le SL pon) 
(2) Xyr (0) = Arioli + a I E Ag 
xv — 1 


Supponendo ora di conoscere X, (x) mostriamo come si formerà l’al- 


tro polinomio 
Xmpr (€) ’ 


dove p è un numero primo che non divide wm; avremo allora evidente- 
mente un modo di costruire uno qualunque dei nostri polinomi. A tale 
scopo dimostriamo la formola 
x 
m 
(3) Xmpr (€) sa rl 
MNipa (CORTI) 
ciò che facciamo osservando le proprietà seguenti: 
. . . L r . 
1.* I fattori lineari del numeratore X, (x°) come del denominatore 


Sa (27) sono tutti semplici; infatti una radice x multipla di 
Xm()=0 
dovrebbe soddisfare l'equazione derivata 
LEX a )=0, 


ciò che è assurdo poichè Xm (0) +0e.Xm,X, non hanno fattori comuni. 
2.* Tutti i valori di x che annullano il denominatore annullano an- 

. 4 seri . . .;* 
che il numeratore ; poichè da x? —=e, essendo e una radice primitiva m"”° 


è, < r x . . 039 
dell'unità, segue x” =? che è ancora una tale radice primitiva, p non 
dividendo mm. 
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3.2 Tutti i valori di x che annullano il numeratore, senza annullare 
il denominatore, annullano anche Xmpr(); e viceversa ogni radice di X,,pr (€) 
è radice del numeratore senza esserlo del denominatore. 
. . r x . . e, * CS Leno . ) r 
E infatti se x’ è radice primitiva w”® e non lo è x® si ha x"? =1 


QATi 


mpT 


. . . (4 
e quindi x=e"* dove % sarà primo con m, altrimenti x’ non sarebbe 


radice primitiva mm” e non divisibile per p altrimenti x" sarebbe 
radice primitiva m"° onde x è radice primitiva d'ordine mp” cioè an- 
nulla Xmpr (x) c. d. d. L’inversa si vede egualmente. 

Dimostrata così la formola (3), applicando questa e la (2) vediamo 
subito che se m=p,'"1p,? contiene due soli fattori primi diversi p, Ps, 
avremo 


m 


UL) m 


(en -— 1) (2-1) 
Nel caso generale indichiamo con »; tutti i divisori di m (m com- 
preso) della forma 
Mm m 
Mie EA 
Pi Pr Di Pi Pi Pm 
che si ottengono dividendo m per un numero pari di suoi divisori primi 
diversi e similmente con w, tutti i divisori della forma 


Mm mM 
Di PI PEPpeSS 


che si ottengono dividendo wm per un numero dispari di tali fattori; 
avremo la formola 


II (xt — 1) 
DIRT 
(4) Xm (€) RrrO II (ate e 1) ’ 
to i 


1 prodotti al numeratore e denominatore essendo rispettivamente estesi 
al divisori {2} € !1o. 

E infatti la (4) è vera se w contiene uno o due soli fattori primi 
diversi e dalla (3) risulta che se è vera per m lo è anche per mp”, es- 
sendo p un numero primo che non divide m. 

La (4) ci dimostra che il polinomio X, (x) ha per primo coefficiente | 
l’unità e gli altri sono tutti numeri interi. Si osservi poi che il numero 


"a. 
"n 
» Pad 
Di y 
TI ETRO 


ie rt rr i Re ty sà, CGA: VELA 
MERE A 

a det RESI Î e CHA, 

<del gt. EOS Ma “ 

I - N n Z 


IRRIDUCIBILITÀ DELLA X,,=0 209 


intero X, (1) è eguale al numero primo p se m è la potenza di un numero 
primo p, come si vede dalla (2). Se invece m contiene due o più fattori 
primi diversi, segue facilmente dalla (3): X, (1) = 1. Abbiamo dunque il 
risultato : 

Il numero Xn (1) è eguale al numero primo p 0 all'unità, secondo che m 
contiene un solo divisore primo o ne contiene diversi. 


S$. 93. — Dimostriamo ora col metodo di KRoNECKER l'importante 
teorema : 


Il polinomio Xm (x) è èrriducibile nel campo assoluto di razionalità. 
Supponiamo al contrario che X, si spezzi nei due fattori razionali 
KnA=PM.L 0, 


dove, pei teoremi di Gauss dimostrati al $. 59, potremo supporre che 
© (x), % (x) abbiano il primo coefficiente= 1 e gli altri numeri interi. 


. Facendo nella precedente x=1, avremo 


g(1).0(1) = Xm(1) 


e poichè Xm(1) o è eguale a 1 o ad un numero primo p, uno dei due 
fattori (1), dv (1) sarà necessariamente = + 1, sia p. e. 


(5) g(1)=+1. 


Ora le radici di e (x)=0 sono certamente fra le radici primitive m”° 


dell’unità e poichè, indicando con e una qualunque radice primitiva, tutte 
le altre sono potenze di e, sarà necessariamente 


P (e) p(6) p (e)... (e) =0, 
ossia 


(6) d (Apm)... (e) 


si annulla per tutte le radici di X,,=0 ed è perciò ® (x) divisibile per 
Xm (x), poniamo 


(7) Da =X (0902. 


Poichè ® (x) ha, come X, (x), per primo coefficiente 1 e gli altri in- 
teri, sarà © (x) un polinomio della medesima natura. Ora dalla (5), (6) 
segue ® (1)=+1 e facendo x=1 nella (7) otteniamo 


bia (EO:(D) 


14 


e i AVRE giet IS eg CO 
- la; \ = 0 à x 
È ; Ai tri 
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ove © (1) sarà un intero. Se 7 è la potenza di un numero primo p, la 
precedente è assurda perchè X,, (1)=p; dunque il polinomio Xy (x) = 
È 
#21 è irriducibile. 
ver] 

Per dimostrare ora la proprietà in generale basterà provare che se w 
si scinde nel prodotto m=r.s di due fattori r,s, che siano primi fra 
loro, il polinomio X, (x) sarà irriducibile, supposto che tali siano i due 
X, (2), X; (€). Sia al contrario 9 (x) un fattore razionale di X, (@), che 
potremo supporre al solito col primo coefficiente=1 e gli altri numeri 
interi. Ogni radice p di © (x)=0 è una radice di Xm=0 e come tale 
(», s essendo primi fra loro) decomponibile nel prodotto 





p=af 
di una radice « di X, (x)= 0 per una radice f di X, (x) = 0. Le potenze r'° 
uv — 8” 


delle radici di © (x) = 0 sono quindi radici di Xs (x) = 0. Costruendo dungne 
la trasformata di TscHIRNHAUS ® (x)=0 che ha per radici le +” potenze 
delle radici di @(x)=0, avremo un polinomio ® (x) a coefficienti interi, 
le cui radici sono radici di X;(x)=0 e però, essendo X; (x) irriducibile, 
le esauriscono tutte. Dunque le £”, percorrendo p tutte le radici di 0(x) = 0, 
e per ciò anche le £, esauriscono tutte le radici di X; (x) e, per la 
stessa ragione, le x esauriscono le radici di X,(x). Ne segue che ogni 
radice di X,, (x) appartiene anche a % (x) contro l’ipotesi che v (x) fosse 
soltanto un fattore di X,. 


S. 94. — L'equazione alle radici primitive wm”° 


(8) Xn (a) =0 


è, come si è visto, irriducibile nel campo assoluto di razionalità. Dopo 
ciò basterà che dimostriamo il carattere Abeliano di questa equazione 
per determinarne il gruppo di GaLois. Indichiamo con 


(9) Ti, Y2, 73... (v=%0(M)) i 


un sistema completo di resti (mod m), esclusi quelli non primi con wm; di 





GRUPPO DI GALOIS DI Xm(x)=0 SII 


questi y numeri (9) uno sarà == 1 (mod m), poniamo sia r, = 1 (mod m). 
Se e è una qualunque radice primitiva mw" p. e. 
eri 
CENA 
le y radici della (8) sono 


cioè sono tutte funzioni razionali di una qualunque di esse e si ha inoltre 
la permutabilità delle corrispondenti operazioni 


0; (€) == si, 


giacchè 
0, (0, (€)) = 0, (0, (€)) Me 


Dunque (S. 73) l’equazione (8) è Abeliana e il suo gruppo G consta 
di y sostituzioni 
Jr 2393... 


due a due permutabili. Se indichiamo precisamente con g; la sostitu- 
zione che porta e in e", applicando alla relazione 


Xr} _ e 


la g;, vediamo che g; trasporta ogni altra radice =" in e'#'#; dunque la g; 
moltiplica i y numeri (9) tutti per »;, cangiandoli nei numeri 


RATA E I I 


che rispetto al modulo #m sono i numeri (9) stessi in altro ordine. Così 
adunque: Il gruppo di GaLoIs per lequazione (8) sulle radici m"° del- 
Vunità, denotando con 


Xr1; Xrg e 0°. Xry 
le v radici, è analiticamente rappresentato dalle sostituzioni lineari 
u =ap (mod m) 


sugli indici y. delle radici, il moltiplicatore a percorrendo è v= "2 (m) nu- 
meri primi con m. 

Applicando a questo gruppo Abeliano i risultati generali dei $$. 30-34 
relativi alla decomposizione del gruppo in gruppi parziali e alla ricerca 
di una base del gruppo, saremmo condotti a quel capitolo della teoria 
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dei numeri che tratta della formazione di un sistema d’indici pei nu- 
meri composti 1). 

In particolare si vede che il nostro gruppo è ciclico soltanto quando 
m è la potenza di un numero primo dispari o il doppio di una tale 
potenza, esclusi i casì particolari m=2, m=4. 

Osserviamo ora che posto 


Un 


Ca A 
Mi= Pit Po Pa | 
si ha 
—1 


ul f È 
v= (Map pepe (Pi 1) (2-1). (da 1), 


sicchè per risolvere la proposta, oltre le estrazioni di radicali di indici 
corrispondenti al divisori primi dei numeri 


pit, po La. Pan 1; 


dobbiamo ancora estrarre a; — 1 radicali d’indice = p;, a3— 1 radicali d’in- 
dice = 7, ecc. 

Perchè il corrispondente problema geometrico sia risolubile colla riga 
e col compasso è necessario e sufficiente che gli indici di questi radicali 
siano tutti=2 ?). 

Abbiamo dunque il teorema di Gauss: 

Perchè il poligono regolare di m lati sia costruibile elementarmente 
(colla riga e col compasso) è necessario e sufficiente che i fattori primi 
dispari di m entrino in m alla prima potenza soltanto e siano tutti della 
forma p=2"+ 1. 

I casi p=3,p=5 per numeri primi e i conseguenti 


Li Ar MEO ta 


per numeri composti, erano già noti nell’antichità. La teoria di Gauss 
ha fatto conoscere i nuovi casi 


p= 17, 257, 65537... 


e i composti da questi. 


1) Cf. DrrIcHLET-DEDEKIND. — Zahlentheorie, Suppl, V. 

?) Un problema geometrico determinato risolubile colla riga e col compasso 
deve condurre ad un’equazione che si risolva estraendo soltanto radici quadrate. 
Bisogna per ciò ($. 80) che l’ordine del gruppo sia una potenza del 2 e tale deve 
essere anche il grado della equazione, supposta irriducibile. 





I PERIODI DI GAUSS ZA 


Rispetto ai numeri primi della forma 
PESI 
è stato osservato che l’esponente n stesso deve essere una potenza del 2, 
perchè se fosse n = 2" (2r+1), essendo già x”Y!+1 algebricamente divi- 
sibile per +1, il numero 2°'@4+D+1 avrebbe il divisore 2°" + 1. Però 
l'ipotesi di FERMAT che tutti i numeri della forma 2° +1 fossero primi 


è stata riconosciuta erronea. I casi noti di numeri composti di questa 
forma sono i quattro seguenti 


(2° 4 1 (Eurero) , 2° + 1 (LANDEY) 


9** LI (PERVOUCHINE) , 9° 41 (PERVOUCHINE-LUCAS) . 


Del resto, fino ad oggi, non è nemmen noto se nella serie 2°" +1 vi 
siano o no infiniti numeri primi. 


S. 95. — Nelle ricerche seguenti ci restringeremo al caso fonda- 
mentale della equazione 


(10) Clara. E +1=0, 


dove p è un numero primo. Ci proponiamo in questo caso di costruire 
e studiare le diverse risolventi, la cui esistenza ci è rivelata dai teo- 
remi generali. 

Se indichiamo con e una qualunque radice della (10) e con g una 
radice primitiva (mod p), il gruppo della (10), per quanto si è visto sopra, 
è il gruppo ciclico I°,_; generato dalle potenze della sostituzione ciclica 


S= (e, 0...) 


Per costruire una risolvente della (10) dobbiamo prendere un sotto- 
gruppo I di G,_, ed assumere una funzione razionale delle radici della (10) 
numericamente invariabile per tutte le sostituzioni di I°. Se indichiamo 
con S° la minima potenza di S che figura in I (cioè con e il periodo 
relativo di S rispetto a I) tutte le altre sostituzioni di Y saranno po- 
tenze di S° ed e dovrà essere un divisore di p— 1; poniamo 


p_l=ef 
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ed avremo : 


e L2e (f_l)e 1 2e+1 1 l —l 2e-1 —1l 
St =Mer she Ii (e, et ti STO IIC DT MIUERA ) 


pai 6) 


Ora una funzione invariabile per la $S°, quindi per tutto TY, è data 
semplicemente da 





o — 6 DE 29° ha Coal da e zie eglf De 


e i valori che essa assume per le sostituzioni di G,_;, e che proveremo 
ora essere numericamente diversi, sono gli e seguenti 


m=e + + Sped -- egli 


SI a de sgfet1 a BREE Wii. 


(11) 


n = spia tra rei dn na PISA safe | 
Queste espressioni diconsi i periodi di GAuSS e per provare che essi 


sono numericamente distinti basta appoggiarsi sulla dimostrata irridu- 
cibilità della (10). Se si avesse infatti 


Th ci Nk 3 
cloè 
di dl spore Da "n DE gta SS Eat di gir si ai si notte 


») 


riducendo ciascun esponente 9g al minimo resto positivo (mod p) e di- 
videndo l’equazione per e, si avrebbe un’equazione, di grado p—-2 al 
massimo, a coefficienti interi, cui soddisferebbe e, cioè la (10) sarebbe 
riducibile. | 

Gli -e periodi n di Gauss sono radici di una risolvente di grado e, 
che indicheremo con 


(12) F.(M= MM) (MM. (MM). 


Questa risolvente ha il primo coefficiente=1 e gli altri, in ordine 
ai teoremi generali, sono numeri razionali. Ma di più possiamo dimo- 
strare che questi coefficienti sono interi. 

Ciò risulta come caso particolare dal teorema generale : 

Qualunque funzione razionale intera a coefficienti interi delle radici 








è na n do” ® 4 4a 
n n, ne si 
hi E° x N x 
» «* (N 
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della (10), numericamente invariabile per le sostituzioni del gruppo Gy_1, 
è eguale ad un numero intero *). 
E invero una tale funzione 


2 —2 
Delo, e) 
si potrà in primo luogo porre sotto la forma 


2 —2 
P_a + ae + 498 ag 89 +... + @ap_189 , 


le a essendo numeri interi, indi, osservando che si ha 


SEAT ER a e ei I) 
sotto l’altra 
D = ne + A e9 + 019 9° + cherto + dg ge 


colle x nuovamente intere. Questa si dirà la forma mnormale della ®. 
Tale forma normale è unica perchè, supposto 


se le f non coincidessero colle corrispondenti x se ne trarrebbe, come 
sopra, la conseguenza che la (10) sarebbe riducibile. Ora se la ® è nu- 
mericamente invariabile per la S, avremo 


2 2 2 3 
anetone + oe 4-... + agg = + 89 + age +. + ap_g8, 
indi per l’osservazione superiore 
O = Ud = Udo =... , = Hog 
e però 
2 
D_ oe LL), 


ciò che dimostra il teorema. 


1) Il teorema del testo non è alla sua volta che un caso particolare dell’altro, 
appartenente alla teoria dei numeri interi algebrici : 

Se un’equazione f(x)=0 ha per primo coefficiente 1 e gli altri interi, qua- 
lunque funzione razionale intera delle sue radici, che sia razionalmente nota, è 
eguale ad un numero intero. (Vi. p. e. DEDEKIND Suppl. X alla Zahlentheorie di 
Dirichlet). 
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S. 96. — La sostituzione 
I S=(309,0... e) 
produce sui periodi n di Gauss la sostituzione ciclica 
U= (MM MW... Nea). 
Il gruppo della risolvente è quindi (S. 70) il gruppo ciclico 
EEA GC Epi BE 


e la F.(M=0 è alla sua volta un'equazione Abeliana irriducibile a gruppo 
ciclico. i 

Per risolverla occorre aggiungere al campo assoluto di razionalità la 
radice primitiva dell’unità d’ordine e 


Dir A 2r 
P=0084era CSodna 


ed estrarre indi un radicale d’indice e ($. 74). 

Risoluta la F.(m)=0, il gruppo Gy_; della proposta si riduce al sot- 
togruppo I°, formato dalle potenze di S°. Ogni funzione razionale delle 
radici della proposta invariabile per S° è quindi razionalmente esprimi- 
bile per i periodi 1, +. - Ne di Gauss. Ma nel caso nostro possiamo 
dare al risultato una forma più determinata, dimostrando il teorema: 

Ogni funzione razionale intera a coefficienti interì di e, I, da 
numericamente invariabile per la S°, sì può esprimere per una funzione 
lineare intera ed omogenea a coefficienti interi dei periodi Mo, Mm... Nea 

Poniamo infatti una tale funzione ® sotto la forma normale 


r=p—2 


a r 
de 


T=0 


le a essendo numeri interi. Avremo per ipotesi 


I r "i ef 
e 
di vr 


onde ($. 95) 


Oo° => Xe DOC 1) 


| 
S 
ai 
| 


Ci Cep =: Ue FF +0. = dfa)eti 


. . . . . . . . . 








È 
; 
x 
4 
È 
: 


| 
3 
| 
n 
È 
I 
i 
È 
È 


RISOLVENTI SUCCESSIVE SR 


e però 
dD= a VI lg ELSA] Cora e AICIO i ri IRE) RETE 

ciò che dimostra il teorema. 

In particolare si osservi che il prodotto di due o più periodi n sarà 
esprimibile sotto la forma indicata. 

L'equazione Fe(n)=0 essendo Abeliana, basterà conoscere una sua 
radice a per averle tutte. Ora, supposta nota una tale radice a, si può 
domandare a quale dei periodi n è eguale; siccome per altro con s 
abbiamo indicato una qualunque radice della (10), potremo evidente- 
mente supporre = a. Si troveranno allora le altre radici osservando 
che, pel teorema superiore, si ha 


Uh = CM + AMT +. + der Nea 
N = b No + di Li dre L'bei Ne 


N= 9 TI MT. + Ger Me, 


le a, è,...9 essendo interi. Aggiungendo a queste equazioni lineari 
l’altra 


-1=M%+Mmt M-.- 4 Nea 


si potranno risolvere queste e — 1 equazioni lineari rispetto ad 1, Na-.Me 
giacchè non possono essere linearmente dipendenti; altrimenti ne ri- 
sulterebbe per n» un'equazione a coefficienti interi di grado e — 1, mentre 
la Fe (M=O0 è irriducibile. Così si esprimeranno n, Ma . + . Ne razional- 
mente per 7. 


S. 97. — Fra le funzioni cui è applicabile il teorema del $. prece- 
dente trovansi evidentemente le seguenti 


(a - e) (0-0 Co) (x - A 19) Pla IPA 
(= 052, e 1): 


la x essendo un’indeterminata. Per la risoluzione di F, (n)=0 la pro- 
posta si scinde quindi in e fattori razionali di grado f, come risulta 
anche dalla teoria generale. Dopo di ciò basta quindi risolvere l’equa- 
zione di grado f: 


(13) (1- e) (a- #9)... (e-#T9=0, 
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i cui coefficienti sono funzioni lineari intere a coefficienti interi dei 
periodi ". 

Nel campo ampliato di razionalità la (13) ha per gruppo il gruppo 
ciclico generato dalla sostituzione 


2 (f=-1 
V=(6, 89, eg Ù n Aregoi È) 


a periodo f ed è quindi un'equazione Abeliana irriducibile di grado f. 
Sopra di esse potremo quindi procedere come sulla proposta e se f 
è scindibile in due fattori 


pf=dif 
se ne potrà costruire una risolvente di grado e le cui radici saranno 
monete 4 ep. + de 
mi, = + costato Ei pol col fb et] © 


e . 


DOO 154 pRITIII eg gr aus: DS eg e-1) e i 
I coefficienti di questa risolvente 
DM) = (1-19) (M-M) (Me) =0 


saranno funzioni lineari intere a coefficienti interi di , 1... Ne e la 
®.. (7) = 0 sarà un’equazione Abeliana irriducibile, che si risolve estraendo 
un radicale d’indice e. Dopo ciò sarà razionalmente noto il fattore 


(e - e) (A- co” t) DAI pia ) 


VI POTE SE 1 SCI 


di grado f' della proposta, che eguagliato a zero darà un’ equazione 
Abeliana irriducibile nel nuovo campo. Su questa potremo procedere 
nella medesima guisa, scindendo /' in due fattori: f =e"f" e così via. 

Se per i fattori e, e, e... prendiamo i successivi fattori primi di 
p_-1, essendo | 


Ci nl 


ea SE 


ritroviamo nuovamente il teorema al S. 78. 
L'ordine secondo cui assumiamo i fattori primi di p—1 nella serie 
e, e, e' è naturalmente in nostro arbitrio. Sarà però utile ritenere come 





ESEMPIO p= 5 2003 


ultimo fattore il 2 in guisa che gli ultimi periodi da determinarsi siano 
1 binaril 
pl ILA VAAPI 
e eg ela ed Led o 
cioè 
ete, e9+e%, ee... 

Questi ultimi periodi saranno quindi reali e reali saranno pure i 
periodi più ampii, aggregati dei periodi binarii, che avremo dovuto in 
precedenza determinare. Così tutte le successive risolventi saranno a 
radici reali e soltanto colla risoluzione dell’ ultima equazione quadratica 
che, noto il periodo binario +57, dà la e stessa, passeremo alle radici 
immaginarie della proposta. 


$. 98. — Per applicare ad esempî effettivi i processi generali indi- 
cati nel $. precedente, prendiamo i casi 
p=5 p=17. 
Se p=5 1 periodi binarii sono 


=e+e:, n= +6 
e poichè 
Mn LL, My 1, 


si trova subito per la risolvente di 2.° grado 
eil. 


Delle due radici una si può eguagliare a n l’altra a n, poniamo 


Trovato n, resta da risolversi l'equazione di 2.° grado 
(-)e-=x2—-mx+1=0; 
possiamo quindi porre 


RE SURERIARIESIO 
— ; 





1) Questo caso del resto si può trattare indipendentemente dalla teoria gene- 
rale, essendo l'equazione x*-- x3-|- x*°+x + 1=0 un'equazione reciproca. 
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Ove si assumano i radicali positivi, si vedrà subito che si ha 


Ia 
e = COS 1 + è sen si e la formola i 


2T VIE 
2 CONSE 5 





consente una costruzione geometrica ben semplice del pentagono regolare 
iscritto !). È 

Prendendo ora p=17 e scegliendo per radice primitiva 9 =3, co- 
struiamo anzi tutto la tabella d’indici 


Pg ve e E 





indice \o|i4|1/12|5|i6]u]|w0}2|3]|7|18|4|9|6]8 


che ci dà la distribuzione delle radici in periodi e formiamo i periodi — 
di 8 termini 


m=e +e +84 +4 Spe pe } 
m= ++ +e! +et+e +e? 4 e, | 
gli esponenti della e in n essendo i residui, in nm, i non residui. Scin- 
diamo poi » in due periodi minori 5, corrispondenti agli indici 
034 BAL Mporoia 
960 Ape 
e similmente , nei due periodi ,*3 corrispondenti agli indici 
| TED SI 13 Nera 
Gin BI o 
poniamo cioè 
Mo = + e8+ e 4 e! ; pa +e 
M=e +e dos ica Mag = +elt+e +e, 
In fine scindiamo 7, nei periodi binarii 
mo=e +e! 


Ma = e e. 





1) Vedi Bachmann Kreistheilung, pag. 61. 





ESEMPIO p= 17 291 


Se, per fissare le idee, assumiamo 


2T 2 
= cosi i sen —— 
: SE, 


vediamo subito che i tre periodi 


d + cos 0) 


Le 





i SEI 4 
— 2 Lar 
No = (cos 17 — COS 17 


m=2 (costi te 08 77) 
17 


n (cos 77 + cos 17) 


sono positivi. 
Ora per costruire la risolvente di 2.° grado di cui m,n sono radici, 
basta osservare che si ha 


ee = 45 
onde la risolvente sarà 
0 
e ne risulterà 


() e SAVIO 


2 it 2 


= 
S 


Abbiamo poi 
No + Me=% > Wl=—-1 
+=, MUW=—-1 
e per ciò 70, 7» sono le radici della equazione 
np -1=0 
e _:, 3 quelle dell'altra 
RE Br rr 


donde ricaviamo 


© = SICEAVE RT où +VE aa, 


attribuendo ai radicali i segni positivi, 
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In fine essendo 


RUI) PRI ANS. | ROSI nina 950 
Mot Wa, 0]4= 7%; 


” 27 ui SERRE 
ne +V/a 


Sostituendo in questa per 1, 71 i valori (3), calcolati mediante la (2), 


deduciamo 





2 


: T . î 5 = 
costrulamo 2 cos fa La interpretazione geometrica di questa formola 


dà la costruzione del poligono regolare di 17 lati 1). 


$. 99. — Ritorniamo alla equazione generale 
qa +Lar? +... +a+1= 


per costruirne la risolvente di secondo grado che ha per radici i pe- 





PER MRI (E 11 pa: 
riodi di D 5 termini 
2 4 p_3 
Tg Ep Leno 
nm = + SL e | end ef — 
Siccome conosciamo già 
No + N gica l ’ 
basterà calcolare il discriminante 
A= (o — TIC 
Ora abbiamo 


RARE AI db 
m-m= MNe—Y®, È 


% 
percorrendo a i residui quadratici e dè i non residui (mod p), sicchè 
possiamo scrivere i 


ind 
M-Mm= DI (E Du È cla 
| 


dove facciamo percorrere a p un sistema completo di resti (mod p), — 





i) Cf. BACHMANN, 2.c., pag. 66-68. 
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escluso lo zero; ne deduciamo: 
(m- n = 2 (26) sen ut indy, a) 1 


Ma poichè, restando fisso y==0 (mod p), 1.v percorre insieme con w 
un sistema completo di resti, cangiando nella somma interna » in py, 
possiamo scrivere 


zi ai na 


ovvero, invertendo le sommazioni : 


bel 
ui (e E sane n. 2 (041) voli li (TI) } i 
pes 


9 
Ora la somma Sr +e UTI) .+e SPD) è eguale a p — 1 
se yw==— 1 (mod p) ed è invece =— 1 in tutti gli altri casi. Dunque 
st ha 
BRITA, v=p—1 PERE 
e (ERRE Heoa D, E 
pe 


ovvero, perchè la seconda somma è evidentemente nulla: 


p_l 


TESI 


Essendo poi (+) = 1, avremo 


p_l 
P_(-1D)3 
ci GE 08 


quindi la cercata risolvente di 2.° grado è la seguente: 


api 
EINE 
T+n+ ce È 0 





ed ha per radici 





sic VE na 
CIELO 
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Dai teoremi generali si ottiene quindi il notevole risultato: 
L'equazione a+ a+ ...+&x+1=0, che è irriducibile nel campo 
assoluto di razionalità, diventa riducibile per l aggiunta del radicale 


Var 


e sì spezza în due fattori irriducibili di grado 


quadratico 





-—1 È 
P ciascuno 1). 


I coefficienti di questi fattori saranno funzioni lineari intere a coef- 
ficienti interi di n, n; i detti fattori avranno QUI la forma 


Y (a) + A 





re-s0 VR 





dove Y (x), Z (x) sono polinomii a coefficienti interi. Ne risulta la for- 


mola notevole 
axP-1 
x-1 





4 = egli 





(2). 


4) La medesima cosa si vede anche calcolando il discriminante D della 
equazione 22 —1=0 che è dato dal determinante 


So $] Sg «0. Sp—1 





Sp—1 Sp Sp+l ‘0. Sap—1 


dove s, indica la somma delle potenze r” delle radici e siccome s,=0 per 7 == 0 
(mod p) mentre s,=p si ha 


pl 
Dea pre, 


Il discriminante A della x2-1-4+ er? +..4+x+1=0 non differisce da D 
che pel quadrato del fattore 


(1) (1-#)...(1-#)=X,(1)=p; 
‘ h 3 D LES ì ee 
si ha precisamente A— per (1) 2 pr_?. Aggiungendo al campo di razionalità 


© 3 
VA, civ 1) ? p, il gruppo della X,(x)=0 si riduce al sottogruppo d’in- 
dice 2 delle sostituzioni pari. 
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S. 100. — Dalla formola 
el 
(Mm) = (-1)? p 


sopra stabilita può dedursi un’ elegante dimostrazione della legge di 
reciprocità nella teoria dei residui quadratici, che è la sesta dimostra- 
zione di Gauss. 

Posto 


dove » percorre un sistema completo di resti (mod p), escluso lo zero, 


ed ( L) è il simbolo di LEGENDRE, abbiamo 


p_l 


Seal) 
Ora sia g un altro numero primo impari; elevando quest’ultima 


formola alla potenze to, indi moltiplicandola per S, abbiamo 


pl gl. dl 


Staz ES 


e, poichè gr percorre un sistema completo di resti insieme con r, po- 
tremo cangiare nel segno sommatorio » in gr, il che dà: 


I\s_y(1)e 
Co z IRANSG, 
La formola (a) può quindi scriversi 
STAGORI (A) I fo eta (4) (A) 
Sal e’ re Lee el — L# it 2 O PARETI e a DI OE ge n # 7 
26) Z\; Sa) Ae gi 


e riducendo gli esponenti di e nel primo membro ai loro minimi resti 
positivi (mod p), dovranno risultare i coefficienti delle medesime potenze 


19 


Pea e 
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di e eguali dalle due parti, a causa della irriducibilità dell'equazione 


fondamentale. Ora essendo 
Cari 
Pp DI 


le potenze g”"° dei termini della somma Di ( ni e" vengono distrutte 


dai termini della seconda somma e tutti i rimanenti coefficienti riman- 
gono dunque divisibili per g; avremo quindi la congruenza 


pel q_-l q_l 


(-)°Fp? =(4) (mod 9). 





D'altra parte si ha pel teorema d’ EuLERO 


p_l 


Pai I 
pi=(2) (mod 9) : 


dunque risulta la formola 


At 


che è la ben nota espressione del teorema di reciprocità. 


$. 101. — Abbiamo già osservato ($. 96) che la risolvente (12) 
ER. 


si risolve coll’estrazione di un radicale d’indice e VB, che porta sopra 
una quantità razionalmente composta colla radice a primitiva, d’ordine e, 
dell’unità. Ora ci proponiamo di costruire effettivamente la quantità B 
sotto il segno radicale, ciò che conduce a conseguenze aritmetiche di 
molto interesse. 

Faremo dapprima il calcolo sulla proposta stessa 


(14) a +La?+...+x+1=0, 


corrispondente al valore p—1 di e e dai risultati così ottenuti segui- 
ranno subito quelli relativi alla risolvente F.(7)=0. 








È 
. 
A 
| 
À 
J 
b' 


RISOLUZIONE DELLA F. (1) =0 997 
Secondo il metodo generale ($. 74) per la risoluzione di un’equazione 
Abeliana a gruppo ciclico, indicando con 


I X% gi X — guai 
ee eo ia a , Piran UG Da peg 


le radici delle (14) distribuite in un unico periodo e con © una radice 
primitiva della equazione «27!= 1, dobbiamo a quest’oggetto costruire 
la funzione razionale delle radici : 


2 "a 2 
eL her Lote 4; + meg, 


che indicheremo, come al $. 74, col simbolo 


\A=p—-2 
(15) ici ht 9. 
\=0 


In generale la (è, s) sarà razionalmente esprimibile per la (0, e) e 
la (p-1)®® potenza di (©,e) sarà razionalmente nota dopo l’aggiunta 
di ©; per calcolare = avremo indi la formola 


0) MI + 094 +. +9. 


Dalle (15) si forma poi subito la corrispondente espressione risol- 
vente per la F.(M)=0. 
Basta farvi per ciò 


AR ORI Nel), 
con che si ottiene | 
(0 PT NH PH P/N, 


ossia, poichè w*=x è una radice primitiva della x°= 1, l’espressione 


(17) (CA e i pl 1 pl AM oa ACI e li CSS ATE 


formata nel modo del S. 74 colle radici di F,(])=0 e colla radice « 
d'ordine e dell’ unità. 

Ora si tratta dunque di esprimere effettivamente (è, =) 7=2,3...p-2 
razionalmente per (©, s) e la potenza (©, =)? per ©, come analogamente 
(a”, n) per (2, np) e la potenza (a, np) per a, 
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S. 102. — Prendendo la radice primitiva 9 (mod p) per base di un 
sistema d’indici, la (15) può scriversi !): D° 


wp ,; 
(oe) = CI 
u=1 
Cangiando in questa s in e, essendo y==0 (mod p), abbiamo : 
vu=p—1 ; i, 
(0, ) DE: Y lid eo i 


val 


e, poichè p.v percorre con p. un sistema completo di resti (zero escluso), 
possiamo scrivere è 


rt p=p_l ,, 
(18) (@, ) = h ind y s ol indy at 
= 


il che dà la formola fondamentale 


(A) (0, DI CERIRA h ind y 


(0°, s). 
Ora prendiamo due espressioni 
(08, e) E) (0%, e) 


e moltiplichiamole fra loro; avremo 


(#0) (NN 
Poe 






percorrendo sì y che y un sistema completo di resti, con esclusione 
dello zero. Nella sommazione rispetto a v, restando fisso p.,, cangiamo y | 
in p.v ed otterremo 


! h+k) ind w4+-K ind: 1 
(o) (0) = » DI fa .|+-k) ind p +-K ind VR (v4+1) 
| Vv 
1) Pei calcoli seguenti si ritenga presente che l'eguaglianza er=e* equivale 


alla congruenza r=="s (mod p), come l’altra w=w* alla congruenza h=% | 
(mod p_1). 9 
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che, invertendo le sommazioni, potremo scrivere 
v=p— 


eo) 


v=l1 v=l 


18h u=p—1 a 
wind» S ot) ind IRR 1) 


Ed ora distinguiamo due casi secondo che 


ht+k=Z0 (mod p-1), 


ovvero 
h+k==0 (mod p-1). 


1.° caso — Se h+k=0 (mod p— 1), la sommazione rispetto a + pei 
valori di y 
E E E VEE SD 
«dà per la (18) e per la (A) 
u=p—1 . A v ae 2) j \ 
Y oltre) indp (1 vt1) _ (OH, sta — o TE) ind 011) (HE, e) 
pel 
mentre per y=p—1 si ha 
u=p—1 Ni 
$ ft) ind _ 
val 
onde la (19) diventa 
CERI 
(lutuaot) IAA A 
= 


Si ha dunque la formola: 


(B) (0°, e) (0°, e) SA, ind v— (h4+-K) ind (v+-1) 


(IH >) per 41+%k=0 modp-1), 





val 


che, in ragione della simmetria del primo membro rispetto ad %, €, si 
può scrivere in un secondo modo, scambiando % con &. 
Il secondo membro della (B) è evidentemente della forma 


+ eo+ eo +... 4- Col, 


con e numeri razionali interi; esso è un mumero intero algebrico nel 
campo (1,0). 
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2.2 caso — Sia ora h+k==0 (mod p- 1). Allora la (19) diventa 


v=p—1 u=p—1 


— hind, 3 1 
(,)(ot)= DI O) n, >, el fot, ). 
val u==l 
ma si ha 
> Rai perv=1,2,3;..p—2 
pe 
e invece 
(cn, 
È 
S ska=p_1 (W=p-1), 
vel 
da cui 
. v=p—1 : 
re 3 | —h ind, 
Co Sa h ind (p n è i S co II 
vel 


Ora abbiamo ind (p—1) Le e, se A=0 (mod p—_1), è 


SILE hindv__g. 
v=l1 
risulta quindi la formola 
(C) (0°, e) (0, e) =(—1)'p (A=0 (mod p_A), 


che è da sostituirsi alla (B) per 7+%==0 (mod p- 1). 

La (C) ci dimostra intanto che nessuna delle espressioni (w', e) sè an- 
nulla, ciò che è ben necessario osservare perchè non risulti dubbia l’ap- 
plicabilità dei metodi generali per le equazioni Abeliane (Cf. $$. 78, 79). 


$. 103. — Le formole fondamentali (B) (C) conducono con facilità a 
risolvere la questione posta nel $. 101. Dalla (B) fattovi 


lee=tnth 
e supposto che dei tre numeri interi 
h,nh, (+1) h 
non ve ne sia alcuno divisibile per p — 1, avremo 


(20) (04, e) (09%, e) = (040% e) 4, (09), 
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ove si ponga per brevità 


ISO CRA NCAA 
dd 


b 


(21) Yn (0°) = 


u=l 


questa quantità %, (©) viene quindi ad essere un intero algebrico nel 
campo (1, w"). 
Supposto ora che fra i numeri 


IST OM MII (ARABA 


non ve ne sia alcuno divisibile per p— 1, potremo fare successivamente 
nella (20) 
ZIO e MI 


e moltiplicando tutte queste relazioni fra loro, col togliere i fattori 
comuni (non nulli) comuni alle due parti, avremo 


(22) (at, e) = (099, 2) (0%) da (0). ri (01). 
Facendo qui X=1, possiamo prendere 
Meo p_-2 
e la (22) diventa 
(D) (0, e)" = (0,2). di (0) da (0)... ma (0), 
colla quale formola esprimiamo, come si voleva, 
(TE) e) 


razionalmente per (w, s). In fine per esprimere (w, e)?! razionalmente per © 
deduciamo dalla (D) per m=p—2 


(0 EM) Ld(0... dz (0), 
indi dalla (C) per 4=1 
(0, e) (027°, e) arrgrney L 
che, moltiplicata per la precedente, ci dà la formola finale richiesta: 


(E) (0, = —Py (0) de (0) 93 (0)... dp_3 (0) si 
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Per ottenere poi le formole analoghe per la risolvente F. ()=0, 
facciamo nella (22) 4=f, indi ©*=%, e purchè si prenda m nella serie 


1,2,3,...e—1 
potremo, per quanto precede, applicare la (22), il che ci dà: 
(F) (2, Mo) = (2°, 1) (2) de (0). gm (2), 
essendo %, (2) un numero complesso intero nel campo (1, 2) definito dalla 


formola 


pe 


(28) Du = SA e (041) ind (01) 
se | 


Se osserviamo poi che la (C) per &=f dà 


(2, N) (7, Mm) = (- 1Y.p 


e la (F) per m=e-1 diventa 


(4 b Mo) ra (est, No) Di (2) do (2) Sece Veg (a), 


moltiplicando le due ultime fra loro deduciamo 


(G) (a, mf =(-1D.pp (0) de (a)... dee (0). 


Questa, insieme colla (E), risolve completamente per la F. ()=0, la 
questione proposta. 


$. 104. — Nelle formole di risoluzione delle equazioni della divisione 
del circolo abbiamo visto introdursi i numeri complessi interi 6, (2) del 
campo (1, a). Ci è impossibile qui trattenerci sulla teoria generale di 
questi numeri complessi pei quali KuMMER pel primo, colla sua creazione. 
dei numeri ideali, ha costruita una teoria affatto analoga a quella degli 
ordinari numeri razionali interi. Solo ci contenteremo dimostrare come, 
colle formole del $. precedente, si possa effettuare una decomposizione 
di ogni numero primo p = 1 (mod e) nel prodotto di due numeri com- 
plessi interi nel campo (1, 0). 
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Supposto che dei tre numeri 


h,kh4+k 


non ve ne sia alcuno divisibile per p — 1, dalla (B) abbiamo 





l =p—2 
(08, e) (08, e) __* $ sh ind p— (+ k) ind (+1) 
se 3 pinet 


ed anche 





A 9) Ao 5) È hind wp + (f-+ x) ind (141) 
(ON Red 


v=1 
Moltiplicando queste due formule, coll’osservare la (C), si ottiene: 


“i lind p—(R+)ind (yt1) e o iI PA(A+%) ind (p+1) 


v=l1 p=1 


p-—> 


E facendo ora, come è lecito 


n=f, k=(e-2)f, 


avremo la formola: 
u=p—_2 , i u=p—2 , i 
(24) p= DI gina vyind (p-+1) " DS ol —ind wind (11) ’ 


che dà la decomposizione di p nel prodotto di due due numeri interi 
complessi coniugati nel campo (1, 2). 

Se, come caso particolare, facciamo e=4 indi a=V-1=i la (24) 
ci dà la decomposizione di p = 1 (mod 4) nel prodotto di due numeri 
complessi coniugati di GAUSS 


p=(a+bi) (a-bi)= af +0, 


essendo a, d interi ordinarii. Ne risulta il teorema di FERMAT: 
Ogni numero primo della forma 4n+1 è la somma di due quadrati. 
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«CapitoLo VIII. 


Equazioni con un parametro. — Gruppo di monodromia. — Equazioni dei poliedri 
regolari. L’irrazionalità icosaedrica e la risoluzione della equazione generale 
di 5.° grado secondo KUEIN. 


$. 105. — Le equazioni a cui fin qui abbiamo applicato le teorie gene- 
rali di GALOIS avevano per coefficienti costanti assolute. Ma le teorie stesse 
sono egualmente applicabili al caso in cui i cofficienti della proposta 
contengono un parametro arbitrario. Le più importanti equazioni che ci 
fornisce l’analisi, come le equazioni per la divisione dell’argomento nelle 
funzioni circolari ed ellittiche, le equazioni per la trasformazione delle 
funzioni ellittiche, le equazioni modulari ecc. appartengono appunto a 
questa categoria. 

Importa quindi che ci occupiamo della teoria di queste equazioni dal 
punto di vista di GaLors. Indichiamo con « l’incognita della nostra equa- 
zione e con # il parametro, che supponiamo entrare razionalmente nei 
coefficienti; l'equazione si potrà scrivere 


(1) f(a,0)=0, 


ove f è il simbolo di una funzione razionale intera nelle due variabili x, £. 
Ordinando per le potenze di x e supponendo che la (1) sia di grado 
m in x, questa si scriverà 


(13) a+ aa +... + Gm1X + @m=0, 


dove le a sono polinomii razionali interi in # con coefficienti apparte- 
nenti ad un dato campo di razionalità 


(RERISREA 


Ad ogni valore reale o complesso di # corrisponderanno in generale m 
valori finiti di x e cioè le wm radici 


TABS CARI 


della (1*). Soltanto per quei valori speciali di # che annullano & si pre- 
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senta un caso d’eccezione in quanto che la (1) offre allora una o più 
radici infinite 1). 

Questo caso può sempre evitarsi operando la trasformazione y= @%; 
la nuova equazione in y avrà il primo coefficiente=1 e gli altri poli- 
nomii razionali interi in £. 

Se aggiungiamo al campo di razionalità (R, R, R'...) il parametro 
o indeterminata #, e riguardiamo quindi come razionalmente nota ogni 
funzione razionale di # con coefficienti appartenenti al campo (R, R', R"...), 
riprendendo le considerazioni fondamentali, che ai $$. 61-64 ci hanno 
condotto al concetto di gruppo di GALOIS per l'equazione, facilmente 
vediamo che esse rimangono ancora applicabili. Potremo infatti costruire 
ancora la risolvente di GALOIS, che conterrà nei suoi coefficienti razio- 
nalmente #, ed esaminarne lo spezzamento in fattori irriducibili, che do- 
vranno essere funzioni razionali intere di Y,# con coefficienti razionali 
nel campo (R, Ri, R"...) 

Il gruppo di GALoIs G per l’equazione (1*) nel campo (R, R, R'. . .), 
ampliato coll’aggiunta dell’indeterminata #, si dirà il gruppo algebrico 
della equazione nel campo (R, R, R"...) per distinguerlo dal così detto 
gruppo di monodromia, del quale ora tratteremo. 

Enunciamo le proprietà fondamentali del gruppo algebrico, come ri- 
sultano immediatamente dai teoremi del $. 65: 

1.* Se una funzione razionale (X1, La... +Em, t) delle m radici della (1) 


e del parametro # con coefficienti razionali nel campo (R, R', R"...) ri- 
mane invariata per tutte le sostituzioni di G, essa è una funzione ra- 
zionale di # con coefficienti razionali in (R, R', R'...). 

2.2 Inversamente se la funzione razionale (1, %..... %n, 6) di 


Ci, da. ..Cm @ di t con coefficienti razionali è una funzione razionale di £ 
con coefficienti razionali, essa rimane invariata per qualunque sostituzione 
del gruppo algebrico sulle %. 


$. 106. — Per lo studio delle equazioni con un parametro ha la 
massima importanza il gruppo di monodromia dell'equazione, che defi- 
niamo dapprima nel modo seguente: 


(!) Diventeranno precisamente infinite r radici se il valore considerato #=% 
annullerà 
Ag 3 A) ’ Ag CESSI Ar-1 
senza annullare a,. 
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Diciamo gruppo di monodromia della equazione (1) il gruppo algebrico 
che l'equazione acquista quando per campo di razionalità si assuma quello 
di tutte le quantità costanti. 

Le proprietà fondamentali del gruppo Y di monodromia si deducono 
da quelle sopra enunciate pel gruppo algebrico G, omettendo la condi- 
zione che le funzioni da considerarsi abbiano coefficienti razionali, poi- 
chè attualmente ogni quantità costante si riguarda come razionalmente 
nota. Abbiamo così 1 teoremi: 

1.° Ogni funzione razionale delle radici della (1) e del parametro t, 
che rimanga invariata per tutte le sostituzioni del gruppo TV di monodromia, 
è esprimibile come funzione razionale di t. 

2.° Inversamente, se una funzione razionale di x,, %2...%m e di t è 
razionalmente esprimibile per la sola t, essa resta invariata per qualunque 
sostituzione del gruppo I di monodromia. 

Queste proprietà sono poi caratteristiche del gruppo di monodromia 
e cioè vale il teorema: 

Se una sostituzione sulle x lascia invariata qualunque funzione ra- 
zionale delle x e di t, che sia razionalmente esprimibile per t, essa ap- 
partiene al gruppo I° di monodromia. 

È bene evidente che il gruppo T di monodromia è in ogni caso un 
sottogruppo del gruppo algebrico G. Ora vogliamo dimostrare una pro- 
prietà di grande importanza e cioè che per ridurre il gruppo algebrico 
al gruppo di monodromia non importa ampliare il campo (R, R', R"...). 
a quello di tutte le quantità costanti, ma basta l'aggiunta dè un'unica 
irrazionalità numerica a, radice di un’equazione normale 


p(a)=0, 


con coefficienti razionali in (R, R R°...). Ne segue allora il teorema: 
Il gruppo Vl di monodromia è in ogni caso sottogruppo invariante del 
gruppo algebrico G. 


$. 107. — Per dimostrare il teorema enunciato, prendiamo una fun- 
zione razionale delle x e di # 


PEARL) 





con coefficienti razionali in (R, R', R"...), che rimanga invariata per tutte 





de ind” n Ca a re 
roc = È di È 
Me f î 


% 
«a 
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e sole le sostituzioni del gruppo l di monodromia e con questa costruiamo 
la risolvente 


(3) Py, =0 


della proposta (1). Essendo la y invariabile per le sostituzioni di °, sarà 
esprimibile razionalmente per #, poniamo: 


VEZZiAt): 


Immaginiamo al posto dei coefficienti nella 0 sostituite altrettante 
indeterminate 


Bi, RIACE 


e sostituito questo valore di y nella (4). Riducendo intera l’equazione 
così ottenuta ed eguagliando a zero i coefficienti delle varie potenze di #, 
sì avrà un certo numero di equazioni con coefficienti razionali per deter- 


minare fi, f2...B,. Queste equazioni nelle 8 sono certamente compatibili 


“ 


(poichè esiste una determinata funzione 6 (#)=y che soddisfa la (3)) nè 
possono essere insufficienti, cioè lasciare qualcuna delle f indeterminate; 
altrimenti la (3) sarebbe soddisfatta da infinite funzioni razionali di #, 
ciò che è assurdo. Dunque è possibile, presa una delle f, eliminare le 
rimanenti da queste equazioni e però ciascuna f; è un irrazionale nu- 
merico, definito da un'equazione irriducibile 





F, (8) = 0 


con coefficienti razionali in (R, R', R'...). Considerando l’equazione che si 
ottiene facendo il prodotto dei primi membri delle F; differenti, avremo 
un'equazione a radici diseguali di cui potremo costruire la risolvente di 
GALOIS e basterà conoscere una radice « di questa per conoscere anche 
tutte le f. L'aggiunta di « al campo di razionalità fa scendere il gruppo 
algebrico dell'equazione almeno fino a Y perchè, dopo l'aggiunta di 2, 
la y è razionalmente nota per f. D'altronde è impossibile che per tale 
aggiunta G scenda ad un puro sottogruppo di I, poichè persino nel 
massimo campo di razionalità, formato da tutte le quantità costanti, il 
gruppo algebrico dell’equazione è I. Ora, siccome 4 è radice di un’equa- 
zione normale, dal teorema al $. 79 segue che l' è un sottogruppo in- 
variante di G. Si ha dunque il teorema: | 

Il gruppo I di monodromia di un'equazione ad un parametro è sempre 
sottogruppo invariante del suo gruppo algebrico G; per ridurre G a l' basta 
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aggiungere al campo di razionalità una sola irrazionalità numerica a, ra- 
dice di un'equazione normale. 

A questi risultati fondamentali aggiungiamo le osservazioni seguenti. 
Se il gruppo di monodromia I è transitivo, la proposta (1) è èrriducidile 
nel senso che è impossibile scindere f(«, #) nel prodotto di due fattori 
(xt). dv (x,t) razionali in x, # con coefficienti qualsiasi. 

La transitività del gruppo algebrico assicura soltanto che una tale 
decomposizione è impossibile se % (x, #), dv (7, 6) debbono avere coefficienti 
razionali, 

Dicendo che la funzione razionale intera f (x,#) delle due variabili 
x,t è irriducibile, intenderemo sempre che l’irriducibilità abbia luogo 
nel primo senso, che cioè il gruppo di monodromia sia transitivo. Ove 
sì interpretino x, # come coordinate cartesiane correnti di un punto in 
un piano, ciò significa che la curva f(,#)=0 non si scinde in curve di 
grado minore. 


$. 108. — Per fissare il concetto e stabilire le proprietà fondamen- 
tali del gruppo di monodromia ci siamo valsi, nei $$. precedenti, di con- 
siderazioni puramente algebriche. 

Ma, per bene intendere la natura di questo gruppo, è necessario valersi 
anche di considerazioni che appartengono alla teoria delle funzioni (al- 
gebriche). E ciò è tanto più indispensabile che per le equazioni ad un 
parametro fornite dall’analisi la determinazione del grappo di monodromia 
riesce appunto per considerazioni di questa natura. Ci limiteremo qui 
del resto a poche nozioni fondamentali. 

Le m radici x,, %2...%n della f (x, #)=0 hanno per ogni valore di è 
ciascuna un valore e sono funzioni della variabile complessa #. Quando 
la proposta è irriducibile (gruppo di monodromia transitivo) esse sono 
propriamente glî m rami di una medesima funzione analitica x di t, che 
dicesì una funzione algebrica di t. In generale, per un valore assegnato 
di #,i valori degli m rami sono distinti; coincidono invece due o più 
rami quando per la coppia considerata di valori di x, # si annulla in- 
sieme a f(€,%), la sua derivata rispetto alla x. Eliminando la « fra le 
due equazioni 


FOT ES 
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si avrà un’equazione risultante in # 
(4) Ba)e=0 


(discriminante), le cui radici saranno tutti e soli quei valori di # pei 
quali alcuni rami della funzione algebrica x vengono a coincidere. Im- 
maginando i valori di # distesi sul piano complesso, ovvero sulla sfera 
complessa, i punti di questo piano (in numero finito) che sono indici delle 
radici della (4) diconsi i punti criticò della funzione algebrica. Altri 
punti critici non abbiamo qui da considerare se, come supponiamo d’aver 
fatto con una previa trasformazione già indicata al S. 105, nella (1*) 
abbiamo ridotto il primo coefficiente a, ad una costante e gli altri a 
polinomii razionali interi in #. Supponiamo ora che l’indice di # parta 
da un punto A del piano complesso e vada ad un altro punto B per un 
cammino qualsiasi A CB senza passare per alcun punto critico. 

In ogni punto del cammino A C B gli w rami sono distinti e se par- 
tiamo da A con uno determinato dei rami e lungo il cammino scegliamo 
sempre per x quel valore che succede per legge di continuità ai valori 
scelti nel cammino anteriore, non vi sarà mai ambiguità ed arriveremo in B 
con un valore perfettamente determinato per x, che sarà uno degli m 
valori della x in B. 

Poniamo ora che partendo da A si descriva un cammino chiuso K, 
comunque intrecciato, che ritorni in A senza passare però per alcun punto 
critico. Se al principio abbiamo scelto in A uno dei rami, p. e. x,, con- 
tinuandolo lungo il cammino K secondo l’accennata legge di continuità, 
ritorneremo in A ancora con uno degli 7» valori che la x ha in A, che 
però potrà essere diverso da x,, sia %;,. È chiaro che due rami diversi 


Z,, %, daranno al ritorno in A, lungo il medesimo cammino K, due rami 
Xi, i, pure diversi; altrimenti, retrocedendo lungo K, i due rami coin- 


cidenti x, =, sarebbero cangiati con legge continua in rami diversi 
X,, X2; ciò che è assurdo. Così adunque l’ effetto d’ ogni cammino chiuso K 
sugli m rami 


CHI Ta 
sarà di cangiarli negli 7» rami stessi 


Xi, Hip CON] Lim 


240 CAPITOLO VIII. — $$. 108, 109 


presi in altro ordine cioè: Ogni cammino chiuso K produce sugli m rami 
una sostituzione 
Hi, Lig e 0.00 Tim 
7 == 


XI La see Cm 


È chiaro che invertendo il senso secondo cui il cammino K è per- 
corso, il nuovo cammino, che indicheremo con K°, produrrà precisamente 
la sostituzione inversa 1. E se i cammini K, K' producono rispetti- 
vamente le sostituzioni , , il cammino K _K' composto che risulta dal 
percorrere, nel senso dovuto, prima K poi K' produrrà la sostituzione 
composta 1. Naturalmente la sostituzione prodotta da un determinato 
cammino chiuso K può anche essere l'identità. Ciò premesso, conside- 
riamo tutti gli infiniti cammini chiusi che partono da A e vi ritornano; 
otterremo un numero (certamente finito, al massimo =7(m)) di so- 
stituzioni 


P 


fo Tae ein 


sugli m rami. Vediamo subito che: Queste n sostituzioni * formano un 
gruppo À.E invero sei cammini chiusi K; K, producono le sostituzioni 
is" il cammino composto K; K, produce la sostituzione composta i , 
che è dunque in A. 


S. 109. — Ed ora, appoggiandosi sui principi della teoria delle fun- 
zioni, è ben facile dimostrare il teorema: 

Il gruppo A delle sostituzioni "1, l2...n che sì producono sugli m 
rami della funzione algebrica per tutti i possibili cammini chiusi che 
partono dal punto fissato A e vi ritornano, coincide col gruppo VT di 
monodromia. 

In primo luogo, per dimostrare che ogni. sostituzione x; di A_ appar- 
tiene a I, basta provare che i lascia invariata qualunque funzione 
razionale % (v1, %2.. mt) degli m rami e di # che sia razionale in #. E 
invero avendosi 


P(01, da... dm, 6) = F (0), 


con F razionale in #, per i principii della teoria delle funzioni, la rela- 
zione precedente continuerà a verificarsi lungo tutto il cammino K; che 


Er 4 6: è et. . . . . 
produce la yj="|//3 fm). ma al ritorno in A la F (#) riprende il 
XI La na f È 
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medesimo valore, dunque 
(Lis Lire Limo) = P(01%2,. Um, È) Cd. d. 


Per dimostrare poi inversamente che ogni sostituzione del gruppo 
di monodromia I appartiene a A conviene ricorrere al teorema della 
teoria delle funzioni che dice: Ogni funzione algebrica di t che per qua- 
lunque cammino chiuso descritto da t ritorni col medesimo valore (sia 
monodroma) è necessariamente una funzione razionale di t. 

Ammessa questa proposizione, prendiamo una funzione razionale 


aa ad) 


invariabile per tutte e sole le sostituzioni di A; essa è certamente una 
funzione algebrica di #, come radice di una risolvente della proposta, e 
poichè per ogni cammino chiuso la 4, restando invariata per tutte le 
sostituzioni di A, riprende il medesimo valore, per il teorema testè citato 
essa è una funzione razionale di f#. Le sostituzioni del gruppo di mo- 
nodromia F debbono dunque lasciarla invariata ed appartengono per 
oca c. d.d. 

È chiaro poi che mentre la definizione primitiva del gruppo A era 
relativa ad un punto A (non critico) fissato nel piano, risulta ora che 
questo gruppo A non varia cangiando comunque il punto A di partenza, 
ciò che del resto è facile a vedersi direttamente. 


S. 110. — Per illustrare le teorie generali svolte nei $$. precedenti, 
consideriamo le equazioni per la divisione dell'argomento nelle funzioni 
circolari, p. e. quella che, essendo data 


t=C08Ww, 


W 
L=" C0S (2) , 
mM 


indicando m ‘un numero intero e dimostriamone la risolubilità per radicali. 
Poichè per m=2 si ha la ben nota formola 


q=£ VEE, 


fa conoscere 


basterà limitarsi al caso in cui il divisore m sia un numero primo 


16 


242 CAPITOLO VIII. — $. 110 


dispari p, potendosi manifestamente risalire da questo caso particolare 
al caso generale. Dalla formola di MorvRE 


w w \P 
cos - + èîsen— |) = cos 04 è sen w 
p Pp 
segue che x è legata a # dall’equazione di grado = p: 


DP_ DDD 2)(p=3) 4 (1-2)? + 





p Lo Ra 2 
LIA —_— 
(DEE 1.2 lane ann pe 
e le sue p radici sono 
w w+27 w+2 (p-1)q 
X = C08=; Zi, = COS se0.%p_=C008 ——— ——. 
p p p 


Il gruppo I di monodromia si determina facilmente, osservando che, se 
t= cos w deve descrivere nel suo piano complesso un cammino chiuso, 
bisogna che w si cangi in + w + 2 BT, con f intero, e viceversa, qualunque 
sia 8, se w varia con continuità da w a + w + 2 fr, la £ descrive nel 
suo piano complesso un cammino chiuso. Ogni ramo , della nostra 


funzione algebrica si cangia, per questa sostituzione, nel ramo xy , il cui 


indice y è definito dalla congruenza 
(0) v=+yvy+f (modp). 


Le 2p sostituzioni (0), ove si diano a f tutti i suoi valori, costitui- 
scono quindi il gruppo di monodromia F della nostra equazione (4). 
E facile poi vedere che se al campo assoluto di razionalità sì ag- 


: an ; QD è : F 
giunge l’irrazionale numerico cos — , il gruppo algebrico dell’ equazione 
Dp 


coinciderà precisamente con I. Intanto il gruppo algebrico, dovendo conte- 
nere il gruppo di monodromia (8) come sottogruppo invariante, non potrà 3 
contenere alcuna sostituzione fuori del gruppo metaciclico ($. 35). Sia. 
ora y =@v + 5 (mod D una sostituzione del detto gruppo algebrico, — 





dopo l'aggiunta di cos SE, Abbiamo 


wHT 27 w-27T 2T w 
S pr tara ia e 
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cIoè 


2 
(c) dt+a_-—2 00877 er=0 


e a questa relazione sarà applicabile qualunque sostituzione dell’ attuale 
gruppo di GALOIS p. e. lay =«y che dà 


La +-%_a — 2 COS nno. 


D'altra parte si ha 


9 si 
ta 4a n= 009 CETETL co OTTAT a c0ga. e 
P p so 


e sì conclude quindi a = + 1 (mod p) c. d. d. 


; i Zire 
Si osservi poi che l’aggiunta dell’ irrazionale numerico cos — è 
p 


certamente necessaria, se si vuole abbassare il gruppo algebrico G del- 
l'equazione nel campo assoluto di razionalità al gruppo di monodromia 
T, poichè la funzione razionale delle radici della (a) 


x A Dr 
2 %Xo 


è invariabile per tutte le sostituzioni (0) di F. Dopo ciò è ben facile 

determinare il gruppo algebrico della (a) nel campo assoluto di razio- 

nalità. Questo gruppo G non può essere infatti che il gruppo metaciclico, 

od un suo sottogruppo d'ordine multiplo di 2p. Ma il secondo caso si 

p—_1l 
5 





esclude perchè allora l’indice di F in G sarebbe un divisore puro di 


e siccome il gruppo > è un gruppo Abeliano ciclico, basterebbe la 


pio. i i . -1 
risoluzione della corrispondente equazione Abeliana d’ordine < 3 per 


2rei —2ri 
. dà TT LE i a ; 
far conoscere razionalmente 2 cos na =er +e» =e+ e, che di- 
pende, come sappiamo, da un'equazione Abeliana irriducibile di grado 


2: Pol . Dunque: 2 gruppo algebrico dell’ equazione (a) per la divisione 


dell’ argomento per p della funzione circolare cos w, nel campo assoluto di ra- 
zionalità, è il gruppo metaciclico y = a v + b (mod p), che sì riduce al gruppo 
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di monodromia y ="+v + d (mod p) coll’aggiunta dell’irrazionale nume- 
rico COS I 4 
p 

Se ne ricava in particolare che queste equazioni per la divisione 
dell’ argomento nelle funzioni circolari sono sempre risolubili per radicali. 
Ma si osservi che, già nel caso p == 3, è necessaria l’ estrazione di un 
radicale d’ indice superiore a 2, qui di un radicale cubico, e perciò il 
corrispondente problema geometrico (trisezione dell’ angolo) non è solu- 
bile în generale colla riga e col compasso. 


$.111.—- Ci volgiamo ora alle ultime ricerche che ci proponiamo di 
esporre nel presente libro, trattando di quelle funzioni algebriche i cui 
rami sono tutti funzioni lineari (fratte), a coefficienti costanti, di uno 
dei rami stessi. Le corrispondenti equazioni (dei poliedri regolari) hanno 
importanza fondamentale in molte teorie d’analisi. Il primo e più semplice 
esempio di equazioni di questa specie è fornito dall’equazione ciclica 


ove appunto tutti i rami sì esprimono linearmente per uno di essi %o 


colla formola 
\ 2ri 


ion 





EZAIANI 
(7=0, 1, Ipiames? 

Andiamo subito a dimostrare come il problema di costruire tutte le 
equazioni irriducibili ad un parametro, dotate della proprietà voluta, si 
riconduca ad un problema già risoluto nella prima parte di questo libro 
e cioè alla determinazione dei gruppi finiti di sostituzioni lineari sopra 
una variabile x. (Cap. IV). Sia 


(5) f (2, t) = 0 


un'equazione irriducibile di grado wm in x, tale che indicando con « un 
ramo (una delle radici della (5)), tutti gli altri rami siano funzioni lineari 
di x, che indicheremo con 


ax + bi 
CX di 


i coefficienti a, d, c, d essendo costanti assolute. 





EQUAZIONI DEI POLIEDRI REGOLARI 245 


Se conveniamo di fare 
eee 9 besez)i 


potremo dire che tutti gli m rami della funzione algebrica  (#) sono 
contenuti nella formola 


di X + db; 


(6) pg: RZALII PATO EI 


Dimostriamo ora: Le m sostituzioni lineari (6) sulla variabile x for- 
mano un gruppo. 

Servendoci di considerazioni della teoria delle funzioni, stabiliamo 
subito il teorema osservando che se 


Oa i) gi ET 
“eatd° << corta 


sono due qualunque dei rami, esisterà, a causa dell’irriducibilità dell’e- 
quazione (ossia della transitività del gruppo di monodromia), un cammino 


chiuso che porterà il ramo « in x, cioè « in ai e il medesimo 
cammino chiuso cangierà quindi con continuità x" = (LE CORIA. in 
Ch + oct di 
Bo ct di } 
TOR ANAL 
perth, 
co + di + 


che sarà per ciò un altro ramo della funzione. 
Dunque la sostituzione composta 


(È 3 dò ( : SÌ 
Ci 4 di Ck è dx 
appartiene ancora alle (6) c. d. d. 
Si arriva alla medesima conclusione per via algebrica, osservando 


che l’equazione 
Or IL + di PIA 
f td Lat) =0 


ha colla equazione irriducibile (5) la radice « a comune e per ciò le 


ammette tutte, in particolare peglala 
cx 4 di 
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Così vediamo che ad ogni equazione (5), dotata della volata proprietà, 
corrisponde un gruppo finito (6) di sostituzioni lineari sopra una variabile. 


< RO) di 
E chiaro poi che qualunque sostituzione (È so del gruppo, ap- 


plicata ad un ramo qualsiasi della nostra funzione algebrica, dà sempre 
un altro ramo. 


$. 112. — Dimostriamo inversamente che per ogni gruppo (6) di so- 
stituzioni lineari si può costruire una corrispondente equazione (5), i 
cui rami sono appunto legati l’uno all’altro da una sostituzione del gruppo. 
Per questo basta costruire, come subito vedremo, una funzione razio- 
nale della x che non cangi di valore applicando all'argomento x una 
sostituzione qualunque del gruppo *). A tale oggetto prendiamo due co- 
stanti arbitrarie A, B, che soltanto assoggettiamo alla condizione di non 
essere fra loro equivalenti rispetto al gruppo (6), cioè supponiamo che 
non si abbia per alcun valore dell'indice è: 


SOUFATTI, DA 
oa) Cia o EE 





e costruiamo la funzione razionale 


i=m--1 aa è 
[I (to x A) 





p% COLt di < 
(7) F (©) ir (Feto — Bb )\ 
i=—0 CoXHt di / 


che sarà la funzione richiesta. E infatti qualunque sostituzione del 
gruppo (6), eseguita sull'argomento x, non fa che scambiare fra loro i 
fattori al numeratore e al denominatore della (7). La (7) può scriversi 


. A), 
do SIC 7 






1) Le funzioni qui considerate sono le prime e più semplici della classe delle 
funzioni automorfe (Kleiniane e Fuchsiane secondo PorncArE), che si riprodu- 
cono per un gruppo finito o infinito di sostituzioni lineari sull’argomento. 
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essendo © (x), d (x) polinomil razionali interi di grado w in %, definiti 
dalle formole: 


=m_l 


| e@= TI 
mi (8) SR 
‘da = II 





(a;x+b;) - A(ccx+d) | 











(a;x+b;) — B(ccx+d) 





Si osservi che le radici di © (x)=0 sono gli m valori di x equiva- 
lenti ad A e similmente le radici di 4 (x)=0 sono gli w valori equivalenti 
a B, onde, per le ipotesi fatte, è due polinomi % (x), V (x) risultano primi 
fra loro. 

Indicando con # un parametro, si consideri l'equazione 





Be SEUI 


gli m rami della funzione algebrica x di #, così definita dall’ equazione 
irriducibile *) di grado m 


(9) pa) — tp) =0, 


saranno appunto legati ad uno qualunque di essi dalle sostituzioni li- 
neari del gruppo dato (6). 

Corrispondentemente ai cinque tipi di gruppi di sostituzioni lineari 
(Cap. IV), avremo cinque tipi di equazioni (9). Queste diconsi le equazioni 
dei poliedri regolari, a causa della rappresentazione geometrica del gruppo 
come gruppo di rotazioni dei poliedri regolari. (Cap. IV). 


$. 113. — È facile determinare il gruppo di monodromia delle equa- 
zioni (9) dei poliedri regolari. Per ciò si osservi che, indicando con 


(10) AH, IATA AMA, AR 


gli m rami della funzione algebrica, si avrà 


Uk di 


iii e j= 46 PE 0 00 = . 
% GEA (i=:0:P32 m- 1) 


1) Che la (9) sia irriducibile risulta subito dal fatto che il parametro # vi 
entra linearmente, mentre © (x), 4 (x) sono primi fra loro. Se 9(x) — #4 (x) si 
scindesse in due fattori, l’uno di essi sarebbe indipendente da # e sarebbe fattor 
comune di g(x), d (x). 
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Se in questa formola cangiamo x in un altro qualunque 2; dei rami, 
le nuove espressioni 


ARI di xe+ di 


j= = IERI RISI TATA TA = 
d SERIA AS | m_- 1) 


| 5 ; i } ' 3 } ax, di 
saranno gli m rami (10) in altro ordine. Ad ogni sostituzione (È i da 
kg, %k 


del gruppo corrisponde così una determinata sostituzione 7, sugli m rami (10) 
e le m sostituzioni 


To, Tr e <m_1 


corrispondenti formano un gruppo T di sostituzioni oloedricamente iso- 
morfo al gruppo fondamentale (6) di sostituzioni lineari. Ora dimostriamo: 
Questo gruppo TV è il gruppo di monodromia dell’equazione. 

E infatti il gruppo di monodromia è certamente transitivo e siccome 
per una qualunque delle radici x; della proposta tutte le altre si espri- 
mono razionalmente (linearmente) vi è in T una ed una sola sostituzione 
che porta x,.in x. Nella relazione 


Ai ai Mot di 
Ci%o + di 


eseguendo questa sostituzione di I°, si vede appunto che %; si cangia in 


UT: 1) 
ad 


Possiamo di più domandare in quale campo di razionalità il gruppo 
algebrico dell'equazione coinciderà col gruppo di monodromia I°. Basterà 
per ciò ampliare il campo di razionalità dei coefficienti della proposta (9) 
coll’aggiunta degli irrazionali numerici che eventualmente figurassero 

di, di . ; «VASO 
a; ) del gruppo, senza comparire nei coefficienti 
della (9) sviluppata. 


nei coefficienti ( 


Dobbiamo dimostrare che, dopo tale aggiunta, una funzione razionale 


Et) 


1) La medesima cosa risulta da considerazioni di continuità, poichè un cam- 
AGiXotdi .. dik di 


mino chiuso che cangi x, in xy} cangerà pure con continuità ——T-in ——--, 
REANO PERE ciXot di cixx+di 
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degli m rami e di # che rimanga invariata per le sostituzioni di I sarà 
razionalmente nota. E infatti, esprimendo x, %2...%m per %, avremo 


Bi (Zo, X13 Va ++ +Tm-13 t) = (o, 8), 


dove 4 (2, #) è razionale in «, #, con coefficienti appartenenti al campo 
ampliato. La funzione razionale delle x e di # 


F(40%...Cmst) — P(00, 8) 


è razionalmente nota per #, essendo = 0, e deve quindi rimanere invariata 
per tutte le sostituzioni di I. Se ne trae 


d (do, t) ps d (21, t) mr OLI n 0) (dalia td), 
onde segue che 


Pan... tn) =+ VIE 003 Mia: ll AC IC Nr la ll DCR, , 


come funzione simmetrica di x, Xi... %m_;, è razionale in # c. d. d. 

In fine possiamo vedere quali e quanti saranno nel piano complesso # 
i punti critici della nostra equazione (9). Sez=%, è un tale punto critico, 
ove p. e. coincidano con % i vy rami 


Xo XI 0°. e Ly=15 


tutti gli m rami coincideranno, in #=f,, y a v poichè, essendo (E Ù) 


o) 


una sostituzione qualunque del gruppo, i y rami 


axt+d artd a%_ + d 
cI+-d° caxa+d° ca_+d 


coincidono in #=f, nè possono coincidervi in numero maggiore, chè se 


atg,pd0 at +0 


LL —- e ne verrebbe x,=%. Il valor comune 
CCA? MaUne: 


fosse 


Lo TX TXT... = 


è evidentemente, secondo le denominazioni dei $$. 43, 44, un polo co- 
mune precisamente a y sostituzioni del gruppo e cioè 


(E s) (0 co) (È 27) 
Co do i Ci di, CAIA Cy_1 GR 


e viceversa ogni polo x=f, comune a v sostituzioni del gruppo, è il 
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valor comune di y rami coincidenti per la nostra funzione algebrica. 
. mM RS TAVEROTI Ae ne. iS A 

Gli n valori distinti dei rami in #=#, sono quindi un sistema completo 


di poli fra loro equivalenti, onde risulta che sono tanti i punti critici 
della nostra equazione quante classi di poli non equivalenti hanno le 
sostituzioni del gruppo e però, secondo la classificazione dei tipi del 
Cap. IV, avremo in ogni caso tre punti critici salvo per le equazioni ap- 
partenenti al tipo I) (equazioni cicliche), ove il numero dei poli sarà di 
due soltanto. 


$. 114. — Le equazioni dei poliedri regolari appartenenti ai primi 
quattro tipi e cioè le equazioni della piramide o della doppia piramide rego- 
lare e quelle del tetraedro e dell’ottaedro hanno gruppi risolubili; queste 
equazioni sono quindi risolubili per radicali, cioè riducibili a successive 
equazioni binomie. Non così l’equazione dell’icosaedro, il cui gruppo è sem- 
plice. L’irrazionalità semplice da essa definita (irrazionalità dell’icosaedro) 
è quindi di natura diversa da quelle definite per estrazioni di radicali. Se 
oltre all'aggiunta di radicali permettiamo quella di questa nuova irraziona- 
lità, viene naturalmente ad ampliarsi il campo delle equazioni risolubili ed 
in questo senso appunto, come vedremo, l’equazione generale di 5.° grado: 
diventa risolubile per irrazionalità icosaedrica e per radicali. Lasciando da 
parte lo studio delle altre irrazionalità dei poliedri regolari, ci proponiamo 
ora di studiare l’equazione dell’icosaedro e le sue più importanti risolventi 
per far conoscere i principii della teoria di KLEIN dal cui libro *) togliamo 
appunto, salvo modificazioni di secondaria importanza, le ricerche dei 
$$. seguenti. 

I calcoli che dovremo eseguire verranno molto facilitati dall’uso delle 
variabili omogenee e dei primi teoremi della teoria delle forme alge- 
briche. In primo luogo andiamo a scrivere sotto forma omogenea le so- 
stituzioni del gruppo icosaedrale. 

Osserviamo dapprima che se nella formola di CayLEy (I) $. 51: 


(11) IA eng 


CITA , AA+BB=1, 


1) Vorlesungen tiber das Ikosader und die Auflisung der Gleichungen von i 
finften Grade. (Leipzig-Teubner 1884). 
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cangiamo la variabile # nel quoziente di due nuove variabili = e simil- 


#9 
} 


mente la trasformata #' in 3: alla sostituzione non omogenea (11), pos- 


, 2 
«siamo coordinare l’altra omogenea 


REA = Azi+ Bz, 


12 
12) | + e3= — Boz + Ao22, 


nella quale, fissando che il determinante della sostituzione debba essere 
l’unità, resterà ancora la scelta fra le due determinazioni di segno. Per 
ciò ad ogni sostituzione non omogenea (11) ne corrisponderanno due 
omogenee (12), ad una di queste una sola di quelle. Se consideriamo 
un gruppo Gy di N sostituzioni non omogenee (11), avremo corrispon- 
dentemente un gruppo G,y di 2N sostituzioni omogenee (12), che sarà 
evidentemente isomorfo, col grado 2 di meriedria, con Gy, all'identità 
in Gy corrispondendo in Gy il sottogruppo invariante di 2.° ordine 
formato dalle due sostituzioni 


fee , Bo =+ 5. 


Qui si presenta naturalmente la domanda !): 

È possibile fra le due determinazioni di segno nella (12) sceglierne 
ogni volta una in guisa da ottenere un gruppo omogeneo di N sostituzioni 
oloedricamente isomorfo con Gy? 

Pel nostro scopo ci basta osservare che una tal cosa è già impos- 
sibile per un gruppo diedrale di 4 sostituzioni (VIERERGRUPPE). È infatti, 
secondo le ricerche del $. 46, possiamo dare alle quattro sostituzioni 
corrispondenti la forma normale 


e le corrispondenti 8 sostituzioni omogenee sono 
RASO FR E a) 
1 091 RARO SS 1 


1) KLBIN /.c., p.45. 
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13230 
Ora nel gruppo omogeneo figura necessariamente l’identità ( cs ) , 


(1,0 
sicchè basta mostrare che vi figura anche l’altra tr ) per rendere 
evidente che la detta scelta di segni è impossibile, Ciò risulta subito 


l REL -4, 0 
dall’osservare che l’una e l’altra sostituzione (6, o ? ( 5 S ele- 
, è? I 


vate al quadrato danno appunto E 39) k 

Ora il gruppo dell’icosaedro, come pure quelli del tetraedro e del- 
l’ottaedro, contengono sottogruppi diedrali di 4 sostituzioni e. però 
anche qui la cosa domandata è impossibile. 

Vogliamo ora scrivere le sostituzioni omogenee del gruppo icosae- 
drale, per la qual cosa basterà riferirsi alla forma normale che nel $. 49 
abbiamo dato alle sostituzioni di questo gruppo e in particolare ricor- 
dare che esso si genera colle due sostituzioni elementari | 

5) ge 
27ri 
(sf e) 24-(e°— 88) (e=e5) : 
De (et -— e) e—(e°- e) 


Riducendo le corrispondenti sostituzioni omogenee al determinante 1, 
avremo: 


1=+8% 

(13) per la S | roi 

Ca bora Si 
V5.di,=+ i(e-) ez, — (ee) 20} 





e con queste due sostituzioni genereremo l’intero gruppo omogeneo 
icosaedrale G,». È bene osservare che siccome questo G,» è isomorfo 
col gruppo icosaedrale Gy e questo è semplice, così: Il gruppo omogeneo 
icosaedrale Gia non ha altro sottogruppo invariante che il gruppo del 2.° 
ordine 


S. 115. — Introduciamo ora la nozione di forme invarianti del gruppo 
omogeneo icosaedrale G&,» colla definizione seguente: 
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Una forma binaria ® (2,, 23) sì dirà un invariante del gruppo icosae- 
drale omogeneo Gio, quando per ogni sostituzione di questo gruppo essa 
st riproduca, moltiplicata per un fattore costante. 

Eguagliando a zero una tale forma 


IR 07 


.t valori radici 2 = —, Avranno per indici sulla sfera complessa un si- 
2 


stema di punti, che per tutte le 60 rotazioni del gruppo dell’icosaedro 
si scambieranno fra loro. 

Viceversa se si ha sulla sfera un tale sistema di m punti, che sup- 
poniamo distinti, e si costruisce la funzione F (2) che li ha per indici 


% 


delle sue radici, indi, mutato 2 in *, si moltiplica F (2) per 2%, can- 
2 #2 
7 


l 
geremo F ( È 


9 


- 





) in una forma ® (z,, #3) che sarà evidentemente un inva- 


 riante icosaedrale. È da osservarsi che, ove fra i punti del sistema 
figurasse il polo 2= wo, ciò sarebbe semplicemente caratterizzato nella 
forma invariantiva ® (21, 2:) dal presentarsi del fattore 2,. 

Se il sistema di punti radici della forma invariante ® (21, 23) si scinde 
in più sistemi di punti equivalenti rispetto al gruppo delle 60 rotazioni, 
corrispondentemente la forma ® (e, 20) si scinderà nel prodotto di al- 
trettante forme parziali che diremo forme fondamentali. In generale una 
forma fondamentale dell’icosaedro sarà di grado =60 perchè un suo 
punto radice, occupa, per le 60 rotazioni dell’icosaedro, 60 posizioni 
in generale distinte. Fanno eccezione soltanto i 12 vertici dell’icosaedro, 
i 20 punti medii delle faccie (proiettati dal centro sulla sfera) e in fine 
1 30 punti medii delle costole, cioè insomma i vertici delle tre specie 
nella rete icosaedrica ($. 57). Corrispondentemente avremo tre forme 
fondamentali dei gradi 12, 20 e 30, che indicheremo rispettivamente con 


Mae Hess 


Se indichiamo quindi con N il grado di una forma invariante qualsiasi, 
dovremo avere 


(a) =a.60+8.12+.20+8.30, 


essendo a, f, {,ò numeri interi positivi o nulli. 
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È facile ora vedere a priori, pel modo di composizione del gruppo 
G,2, che le forme fondamentali f, H, T e qualunque altra forma inva- 
riantiva ® (2,, #2) si riproducono assolutamente per qualunque sostituzione 
del gruppo omogeneo icosaedrale !. Supponiamo infatti che la forma 
invariante ® (2,, 22) acquisti, per le diverse sostituzioni di G,w,i fattori 
differenti 


(14) UO ga 


Se per due sostituzioni 9, 9g di G,» la P acquista i rispettivi fattori 
a, a', per la sostituzione composta gg acquista il fattore prodotto dei 
due aa’, onde i y numeri (14) debbono formare un gruppo, cioè il pro-. 
dotto di due qualunque numeri (14) è di nuovo uno di essi. Questo. 
gruppo essendo d’ordine =v, si ha quindi per ciascuno dei numeri (14) 


2ITi 


a”= 1 e, siccome sono y differenti, vediamo che posto e = e» i molti- 
plicatori (14) saranno dati, in altro ordine, dalle potenze di e 
pt ant 

Prendiamo una sostituzione 9 di G,» che operata sulla ® produca in 
questa la moltiplicazione per e; sia poi A la rotazione del gruppo del- 
l’icosaedro corrispondente a 9 ed r il suo periodo. Ad A”= 1 corrisponderà 
nel gruppo omogeneo la 9”, che sarà l'una o l’altra delle due sostituzioni 
gi;=+%,%2= +%, le quali lasciano certamente ® inalterata perchè, 
a causa della (a), ogni formazione invariante dell’icosaedro è di grado pari. 

Se ne conclude e" = 1 e poichè le rotazioni del gruppo icosaedrale 
non offrono che i periodi » = 2, 3, 5 ne seguirà intanto 


v=1,0y=2 0v=3, 0y=d, 


D'altra parte quelle sostituzioni di G,», cui corrisponde il moltipli- 
catore 1 per la ® (2,, 22), formano evidentemente in G,» un sottogruppo | 
invariante d’indice y sicchè, per l'osservazione in fine al $. precedente, | 
si avrà | 1 

+90 
vel 0y==60-o0yv== 120 : 


i) La costruzione effettiva dalle forme 7, H, T ($. seguente) confermerà la | 





proprietà. 
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Abbiamo quindi necessariamente y= 1, il che dimostra la proprietà 
enunciata. 
Se consideriamo le potenze 


gatte, 


avremo tre forme invarianti di grado 60 e con due qualunque di esse 
potremo comporre linearmente ed omogeneamente, con coefficienti costanti, 
qualsiasi forma fondamentale ® (2,, 23), cioè sussisterà p. e. la relazione 


(15) D (21, 2)=).f+a H°, 


con À, p. costanti. Per dimostrarlo basta osservare che una forma fon- 
damentale è già determinata, a meno di un fattore costante, quando 
sia fissata una delle sue radici. Ora il secondo membro della (15) è 


I À 
sempre manifestamente una forma invariante e, dando al rapporto ni un 


conveniente valore, possiamo dare ad una delle sue radici qualunque 
valore. 

In particolare risulta di qui il teorema: 

Fra le tre potenze f°, H°, T° sussiste una relazione lineare omogenea 
a coefficienti costanti. 


$. 116. — Cominciamo dal costruire la forma f, i cui punti radici 
sono nei 12 vertici dell’icosaedro, cioè nei punti (Cap. IV $. 56): 


a= 0, 0, e (e+e5), e" (+) (r=0,1,2,3,4). 


Possiamo quindi porre 


r=4 


f= 2,2, I f21- e (e+59) 20}. fan e (+69) af 
r=0 


e poichè si ha in generale 


Po, ) 
l(a—sa)=#—-%, 


2 
sarà 


feel — (+0 a]. [ai @+ 9a]. 
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Ma, avendosi 


(e+ 5) (l@@+4)=—1 
et et (€40 =_31h 
troveremo 
(16) f== 84 (0 +11aag—-23) 


Per calcolare H e T potremmo procedere similmente, servendoci dei 
valori di #2 nei loro punti radici, ciò che otterremmo cercando i poli 
delle rispettive rotazioni coi periodi 3 e 2. In modo più breve ed ele- 
gante perveniamo allo scopo osservando che la forma Hessiana della f, 
cioè il determinante 





UA RA; 

dei de) ds 

o°f o°f 
Os dz, dei 


è appunto di grado 20 ed essendo un covariante di f essa rimane, come f, 
totalmente invariata per ogni sostituzione omogenea del gruppo icosae- 
drale. Ora nella formola (a) del $. precedente, avendosi qui N = 20, 
sarà necessariamente 


cioè: L’ Hessiana di f coincide, a meno di un fattore numerico, colla 
forma H: 
Poniamo con KLEIN: 
of o°f 
1 de ? 92,0% 





H= 
113 of 9 
de, de, * = 0£ì 





e col calcolo effettivo troviamo 


(17) H=— (25°+25) + 228 (20° 25 — 23 25) — 494 210 000, 


[re 
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Similmente è un covariante di f la forma Jacobiana di fe di H: 


CASI 
de, d2, 
Hd | 
CA 029 


‘che è quindi una forma invariante icosaedrale di grado = 30 e coincide 
per ciò, salvo un fattore numerico, con T. Disponendo di questo fattore 
numerico, poniamo: 


AH dle 

1 Og sera 
Menna 

dada ds 


e troveremo collo sviluppo effettivo 
(18) T = 25042804522 (2° 28 — 2° 25) — 10005 (2î°-29°+2)0 23°). 


Come già abbiamo sopra osservato, il quadrato della forma T è una 
combinazione lineare omogenea di f° , H?: 


T=Xff+% H° 


e basta confrontare dall’una parte e dall'altra i coefficienti dei termini 
in °° 2° 23 per trovare 


\=1728=1253p=— 1; 
la relazione fra f°, H*, T° è dunque 


(19) T° | H? — 1728 fi = 123 f5 


$. 117. —I risultati superiori e le osservazioni generali al $. 112 
per la costruzione delle equazioni dei poliedri regolari ci pongono 
in grado di scrivere l'equazione dell’ icosaedro, eguagliando il quo- 
ziente di due forme fondamentali di grado 60 al parametro, che indi- 


1 £ 
cheremo ora con Z, e ponendo poi £ Sap Da quanto abbiamo detto 
2 


alla fine del $.-115, risulta che l’arbitrarietà che resta nella costruzione 


17 
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dell’equazione dell’icosaedro corrisponde a far subire al parametro Z 
una sostituzione lineare fratta. Fissiamo con KLEIN l'equazione dell’ico- 
saedro ponendo 


H° 
> reo 


e, per l’identità (19), potremo anche scrivere l’equazione dell’ icosaedro 
sotto forma di proporzione continua : 


(1*) Z:Z-1:1=H':— T°; 12° f°. 


L'equazione del 60.° grado dell’icosaedro, scritta per disteso, sarà 
dunque: 


(II) (e — 228.424 494 20° 42998 9 +1) —12 è? (CIR 


Essa ha, come si vede, coefficienti razionali e interi e definisce la 
funzione algebrica 2 di Z, i cui 60 rami si ottengono l’uno dall’altro colle 
60 sostituzioni del gruppo icosaedrale. I tre punti critici dell’ equazione 
(II) dell’icosaedro nel piano Z sono rispettivamente 


al quali corrispondono per la # valori che hanno rispettivamente per 
indici i punti medii delle facce, i punti medii delle costole ed in fine 


i vertici stessi dell’icosaedro, come risulta dalla (I*). La nostra rappre- 


sentazione geometrica, mediante la rete icosaedrale, rende evidente che, 
girando attorno a Z= 0,1 60 rami dell’irrazionalità icosaedrica subiscono 
una sostituzione ciclica del 3.° ordine (si permutano 3 a 3), similmente 
attorno a Z= 1 si permutano 2 a 2 e intorno a Z= 05 a5. 
Sappiamo già ($. 113) che il gruppo I di monodromia dell’equazione 


dell’icosaedro è precisamente d’ordine 60 ed oloedricamente isomorfo 
col gruppo di rotazioni icosaedrale. L’irrazionalità numerica, la cui ag- 


giunta abbassa il gruppo algebrico G al gruppo I" di monodromia, è qui 


2rri 
E 


la radice 5.8 = e? dell'unità, che è l’unica irrazionalità nei coefficienti 
delle sostituzioni del gruppo. È facile quindi vedere quale sarà il gruppo 
algebrico G, nel campo assoluto di razionalità. Siccome l’ equazione irri- 
ducibile 


e+53+e+8+1=0 
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che definisce e ha un gruppo d’ ordine = 4 ($. 94) e G deve contenere T 
come sottogruppo invariante ($. 107), l’ordine w di G sarà dato da 


m=4X60 ovvero m = 2X(60, m = 60 


Ma gli ultimi due casi sono da escludersi perchè, estraendo al mas- 
simo una radice quadrata, il quoziente dei due rami x, x = 2%: 


rimanendo invariato per tutte le sostituzioni di FT, sarebbe allora razional- 
mente noto; basterebbe cioè al massimo l’estrazione di una radice quadrata 
per conoscere e, ciò che è assurdo. 


$. 118. — L’equazione dell’icosaedro possiede diverse risolventi, della 
cui formazione vogliamo ora occuparci, premettendo l'osservazione ge- 
nerale che una qualunque di queste risolventi ha un gruppo di mono- 
dromia oloedricamente isomorfo col gruppo icosaedrale Gs, poichè questo 
gruppo è semplice. 

Le risolventi cercate corrispondono ai diversi sottogruppi di Gw ed 
hanno gradi rispettivamente eguali agli indici dei sottogruppi. Ogni 
sottogruppo di Gg, come gruppo di sostituzioni lineari sopra una variabile, 
deve rientrare in uno dei cinque tipi del Cap. IV; dopo di ciò è facile 
l’enumerazione dei diversi tipi possibili di sottogruppi corrispondenti 
ai divisori di 60, ciò che corrisponde all’ enumerazione dei sottogruppi 


del gruppo alterno su 5 elementi. 
Troviamo così come possibili sottogruppi : 


1.° sottogruppi ciclici del 2.° ordine 
2.° » ” ” 3.9 » 
da ”» ” ” 0,3 n» 
4.° sottogruppi diedrali Met RC rar 
Des n» ” ” 6,9 » 
bag »” ” ” BIS ” 


7.° sottogruppi tetraedrali , 12.0, 


La loro effettiva esistenza risulta subito dalla ispezione diretta del 
gruppo dell’icosaedro. Così i sottogruppi diedrali del 10.° ordine sono 
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quelli che lasciano fisso un diametro dell’icosaedro; essi sono tutti fra 
loro affini in numero di 6 !. I sottogruppi tetraedrali sono quelli che 
lasciano fisso uno dei cinque ottaedri che hanno' per vertici i punti medii 
delle costole dell’icosaedro; esistono 5 tali sottogruppi fra loro affini *). 

L’equazione dell’icosaedro possiede quindi risolventi dei rispettivi 


gradi 
30 20 ISOARDI 


Le risolventi dei due ultimi gradi 6, 5 hanno per noi uno speciale 
interesse e di queste soltanto ci occuperemo. Prescindendo da trasfor- 
mazioni di ISscHIRNHAUS, esiste manifestamente una sola risolvente di 
5.° grado ed una sola di 6.° grado. 

Per la formazione effettiva delle risolventi, KLEIN si serve di un 
metodo elegante che utilizza le proprietà invariantive e che noi pas- 
siamo ora a descrivere, riferendoci, per fissare le idee, alla risolvente 
di 5.° grado. Scelto uno dei cinque sottogruppi tetraedrali, prendiamo 
una forma % (21, 2) che rimanga invariata per tutte e sole le corrispon- 
denti sostituzioni omogenee tetraedrali. Applicando a questa forma le 


ta . o I 120 
120 sostituzioni omogenee icosaedrali, otteniamo SY 5 forme di- 


stinte 
Do i Pr, Pa; L3) Pa; 


che le sostituzioni icosaedrali permuteranno fra loro secondo le sosti- 
tuzioni del gruppo alterno. Ora costruiamo il prodotto 


r=4 


I o_o), 


indicando con © una indeterminata. Nel corrispondente polinomio di 5.° 


grado 
r=4 


Prag+bp+cg+dpte= 1 (p_g,), 


i) Un sottogruppo del 10.° ordine deve contenere una sostituzione ciclica S 
del 5.° ordine, che è quindi una rotazione attorno ad un diametro dell’icosaedro 
e le rimanenti debbono trasformare S in una potenza di S e lasciare quindi 
fisso il medesimo diametro (sottogruppi semimetaciclici). 

?) Un sottogruppo (tetraedrale) del 12.° ordine contiene un sottogruppo die- 
drale del 4.° ordine invariante ; i tre assi ortogonali delle rotazioni di questo sotto- 
gruppo intersecano la sfera in 6 punti che sono i vertici di un ottaedro regolare ; 
le rotazioni del gruppo tetraedrale debbono dunque lasciar fisso questo ottaedro. 
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i coefficienti a, d, c, d, e, come funzioni simmetriche elementari di 
Po, Li; 2; 13, 4, SOnO forme invarianti icosaedrali e, come tali, funzioni 
razionali intere di f, H, T, che è facile determinare conoscendo i rispettivi 
gradi di a, d, c, d, e e i loro coefficienti numerici. Così le 5 forme , 
sono radici dell’equazione di 5.° grado 


(20) o +ag' + bd + co + de +e=0, 


i cui coefficienti sono razionali interi in f, H, T. 

Per cangiarla ora in una risolvente dell’ equazione dell’icosaedro 
basta moltiplicare o dividere 0 per tali potenze di f, H, T da ottenere 
una funzione omogenea di grado zero in 2,, 2, cioè una funzione razio- 

#1 


nale diz=-—. 
2 


$. 119. — Cominciamo dall’applicare il metodo invariantivo descritto 
alla costruzione delle risolventi di 5.° grado. Converrà perciò scegliere 
una forma  (#,, 2) appartenente ad uno dei cinque sottogruppi tetraedrali, 
p.e. quella di 6.° ordine che ha per radici i vertici di uno dei cinque 
ottaedri già menzionati. Per costruire una tale forma, che indicheremo 
con #, e quindi tutte le altre, osserviamo che, per quanto si è visto al 
S. 49, le tre sostituzioni ivi indicate con 


pente 
insieme coll’identità, formano un tale sottogruppo diedrale G, e i poli 


di queste tre sostituzioni sono appunto i 6 vertici di uno degli ottaedri. 
Ora per queste tre sostituzioni abbiamo la rappresentazione analitica 


EGO 


e quindi le forme di 2.° grado che hanno le radici nei loro poli sono 


262 CAPITOLO VIII. — S. 119 
le seguenti 4): 
ei 2(e+) 24 # 
it 8 
—2(ete)aea 2}. 
Possiamo prendere # semplicemente eguale al prodotto di queste tre 
forme, onde risulta: 


t=(7+4\1+244— 6044-242444), 
ovvero 


(21) i=# + dele bA es bei — dei 


Una seconda forma che rimane ancora invariata per le sostituzioni 
del detto sottogruppo tetraedrale è quella che ha per indici delle radici 
gli 8 punti medii delle facce dell’ottaedro considerato (proiettati dal 
centro sulla sfera). Mediante considerazioni perfettamente simili a quelle 
del $. 116, vediamo che la detta forma dell’ 8.° grado W sarà, a meno 
di un fattore, la forma Hessiana della #. Poniamo 











4 0° 
si 1 dei de, d23 
de, 8% 

dz, de, d£3 


e troveremo: 
(22) W=—- (+45) + (lam) T1(e2Tti 10. 


Qualunque altra forma invariabile per le sostituzioni del sottogruppo 
tetraedrale in considerazione si esprimerà per le due fondamentali # e 
W (Cf. $. 115). Per le 60 rotazioni dell’icosaedro, ovvero per le 120 
sostituzioni del gruppo omogeneo icosaedrale *), le nostre forme #, e W 


1) Si abbia riguardo alle formule: 
et—e = (e°—e8) (e2-4-83) 
e—-eì= (e —e4) (e +54). 


°) Si noti che #, W, come forme di grado pari, restano invariate cangiando 
i segni di 2, 2%». 
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si mutano rispettivamente in 5 forme distinte che otteniamo applicando 
le potenze S” della sostituzione fondamentale $, cioè, sotto forma omo- 
genea, le sostituzioni 


S') CA a e #1, dI — ar ct 9 
(= 0, 1,2, 3,4). 
Indicando i rispettivi valori di #, W con #,, W,, avremo 
QI) tr=e 2242 bei — berteii— 22 d6te 
(22*) n na pe ALT 
a feto pile iper 
Le 60 rotazioni dell’icosaedro permuteranno fra loro le cinque forme 
t. e le W, precisamente come i cinque ottaedri corrispondenti e se ci 
‘riportiamo alla rappresentazione geometrica del $. 55, osservando che le 
denominazioni ivi date A, B, C, D, E pei cinque ottaedri corrispondono 


agli attuali indici 0, 1, 2, 3, 4, ne deduciamo che la rotazione elementare 
5 produce sulle forme # o W la sostituzione ciclica del 5.° ordine 


(È È lo ts t,) 0 (Wo Wi W, Wi Wi 
e la rotazione elementare T i prodotti di due trasposizioni 
(t, t2) (at) 0 (Wi Wa) (Wa Wi, 


restando fissa £ 0 Wo. 


$. 120. — Calcoliamo ora in primo luogo, secondo il $. 118 formola (20), 
i coefficienti della equazione di 5.° grado 


P+att+bE+ct + dt4e=0, 


le cui radici sono le forme #, tf, fa, fa, U. 
Osservando che a, d, c, d, e sono forme icosaedrali dei rispettivi gradi 


BS1 822490, 
se ne dedurrà subito 


deaviosene= 0 dedfcezmt, 
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essendo X, 2, m coefficienti numerici, sicchè l'equazione sarà 
O+EKfO+1ft+mT=0. 


Per determinare %, l,-m facciamo #, = 1, 4,="2 e questa dovrà can- 
giarsi nell’identità : 


(2842 9-5 #65 2°-2 c+1)°+ke (21411 2-1) (2042 2—5 452° 22+1)+ 
+0 2° (20411 2—1)? (2842 2—525'—52°-22+1)+ 


Ln (2°+522 2210005 2210005 2°—522 #+1)=0. 


Basta osservare il termine costante per dedurne m= —1 ei coeffi- 
cienti dei termini in 2; 2° danno i valori di £, 


k=--10,1=45, 
sicchè l'equazione richiesta si scrive: 
(23) È 10fA+.45f4 T=00 


Per cangiare questa in una risolvente icosaedrale basterà ($. 118) 
moltiplicare e dividere # per tali potenze di f, H, T da cangiarla in una 
forma di grado zero in 2;, zz. Poniamo per ciò 


RO VIS 
=, 


con che appunto risulterà w funzione di "a e la (23), avendo ri- 
2 


guardo all’equazione (I*) $. 117 dell’icosaedro, diventa: 
(III) 4804(1—-Z) — 406 (1—Z)+15wu—-12=0. 


Questa è la risolvente di 5.° grado dell’equazione dell’icosaedro che 
KLEIN chiama la risolvente delle u +). 


Una seconda risolvente, Za risolvente delle r, si ottiene ponendo 


i) KLEIN Z.c., pag. 104. 
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Per calcolarla scriviamola (23) così: 
T=t(t#—10f#+45f), 


2 
e quadrando, poi dividendo per f° col sostituire a a la r, abbiamo 


;à 
(III*) r (1° — 10r + 45f° +12 (Z—1)=0, 


che è la risolvente delle r. 

Quale è il gruppo di queste risolventi? 

Quanto al gruppo di monodromia esso è il gruppo alterno Gyw sulle 
cinque radici, come risulta dai teoremi generali $. 118. Il gruppo alge- 
brico nel campo assoluto di razionalità sarà Gg stesso ovvero il gruppo 
totale G,» sulle 5 radici. Per decidere la questione basta considerare 
la radice quadrata del discriminante della (III) o (III*), che, essendo 
invariabile per il gruppo Gg di monodromia, sarà certo razionale nel pa- 
rametro Z e i coefficienti saranno numeri .razionali se Go è anche il 
gruppo algebrico e dovranno invece contenere, come irrazionalità nume- 
rica, la radice quadrata di un numero razionale nel caso opposto. Ora 
se costruiamo la radice quadrata del discriminante della (23), cioè 

Il (fr — 83), 

res 
basterà osservarne un valore numerico speciale, p. e. quello per 28= 1, 
z:= 0. Siccome #, diventa allora e°”", questo valore numerico non diffe- 
risce dalla radice quadrata del discriminante dell’equazione 


dt+aoa+ax+x+1=0 


che contiene l’ irrazionalità V5 ($. 99). 

Dunque: Le risolventi di 5.° grado (III), (III*) dell'equazione dell’ico- 
saedro hanno, nel campo assoluto di razionalità, per gruppo algebrico il 
gruppo totale; questo sì abbassa al gruppo alterno, che è il gruppo di mo- 


nodromia, per l'aggiunta di V 5. 


$. 121. — Per la risoluzione della equazione generale di 5.° grado 
mediante la irrazionalità icosaedrica hanno grande importanza quelle 
speciali risolventi di 5.° grado dell’icosaedro in cui mancano la quarta 
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e la terza potenza dell’incognita e di queste appunto vogliamo ora oc- 
cuparci. 
Appartiene a questa specie l'equazione che ha per radici 


Wo, Wi, Wa, Wi, Vai 


giacchè XY W, e YW°, non esistendo forme icosaedrali di 8.° e di 16.° grado, 
sono identicamente nulle. Lo stesso dicasi della risolvente che ha per 
radici i prodotti 


lo Wo, Ù, VER ta Wa, ts Wa, da Wa, 
giacchè non esistono forme icosaedrali dei gradi 14 e 28. Ma si ha anche 
MIAMI, 


perchè il primo membro è una forma icosaedrale di grado = 22, quindi 
identicamente nulla. Ne deduciamo che ponendo 


(24) Yy=0W,tactW,, 


con o, © costanti arbitrarie, anche l’ equazione di 5.° grado che ha per 
radici 
Yo, Yi, Ya, Ya, be 


mancherà della 4.8 e 3.8 potenza. Volendo calcolare effettivamente la 
corrispondente equazione, che scriveremo 


Y+5aY4 5BY+Y=0, 


cominciamo dall’osservare che si ha 
r=4 r=4 r=4 
«=—-I(W,+t,W)=—-I(W.).N1(+tt,). 
1=0 r=0 r=0 


Ora Il (W,) è una forma icosaedrale di grado 40 e, per la formola 
(a) $. 115, non potrà differire da H° che per un coefficiente numerico; 
troviamo quindi subito 


I(W.)=—-H?°. 
D'altronde dalla (23) $. 120, indicando con À un’arbitraria, ricaviamo 
l’identità 
Xx -10fX+45ffX+T=IIA—5,), 


e 
pati 
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(o) 5 
onde, facendo \ = — pal risulta 


II (C+ tt) =0° — 10fot? +45 fo d+T® 


e però 
x= H°[5° — 10f6t?+45f?od4+T7]. 


Per calcolare poi a, f ricorriamo p. e. alle formole di NEWTON che danno 
Eb o, == D(oW, + ct, W,)? 
—20B=YM(o0W,+chW,. 


Sviluppando le espressioni dei secondi membri per potenze di 0, x, 
osservando i gradi delle corrispondenti forme icosaedrali che ne sono i 


coefficienti, si trova 


o=8f°04+To:+72ffoe+fT.t 
p=—fHo'+18f?Ho©e +HTo8+27fHt. 


Per cangiare nuovamente l’equazione di 5.° grado nelle Y in una ri- 
solvente icosaedrale, poniamo come sopra 





2 
0 Le 
e inoltre 
(25°) v= CLN 
allora la (24) si scrive 
(26) Y\.=mut+nu,v, 
I ove si ponga 
(27) m= i n= HI. 
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Sostituendo i valori che ne risultano per o, © nella equazione in Y, 
questa diventa: 





(IV) AV +51 (8004 12000 + ARTE 
- Api MT AMI RI 
+15Y( tnt ETTI +75) + 





40 m3 n} 15 mn' + 4 n 
IE o n 
- 3 (48m I ) da 


Questa dicesi, secondo KLEIN, la risolvente principale di 5.° grado della 
equazione dell’icosaedro 1). 

Per la determinazione del suo gruppo valgono le considerazioni 
stesse del $. precedente. Il suo gruppo algebrico nel campo assoluto 
di razionalità, cui siano aggiunte m, », è il gruppo totale sulle 5 ra- 


dici. Per l’aggiunta di VB questo si abbassa al gruppo alterno, che è 
il gruppo di monodromia. 

Le risolventi di 5.° grado (III), (III*), (IV) sopra determinate sono 
naturalmente tutte trasformate di TscHIRNHAUS l’una dell’altra e si po- 
trebbero facilmente trovare le formole che esprimono razionalmente 
u e Y per r?). 


$. 122. — Occupiamoci ora di costruire una risolvente di 6.° grado. 
Prendiamo perciò come forma di 4.° grado invariabile per un sottogruppo 
diedrale G, semplicemente la seguente 


VATI: 
p= d&12, 


che ha i punti radici nelle estremità del diametro congiungente i poli 
2=0,2= 0 e rimane quindi invariata per il sottogruppo diedrale 3) 


Ra 
SU SUS U SI USS 
1) KLEIN, 2. c. pag. 106. 
2) KLEIN, 2. c. pag. 106. 
3) Si osservi che il prodotto semplice z,z,, che sembrerebbe più naturale 
di considerare, per la sostituzione U che, scritta sotto forma omogenea è 
gi +7; = PA cangerebbe di segno. 
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Applicando alla la sostituzione omogenea sotto la forma (13*) $. 114), 
ne otterremo la nuova forma 


2 2\2 
= (#14 2122 — 23), 
che per la S” si cangia in generale in 


pr (@'zî.+ 2,12, — e 23). 


Contraddistinguendo il valore iniziale di 4 con 
p= 5148, 
costruiamo l’equazione di 6.° grado 
ee eee, 
che ha per radici 
Por Pos F1s Pas Ps, Pa. 


I suoi coefficienti a' d'...nell’ordine scritto saranno forme icosaedrali 
dei gradi rispettivi 
4, 8,12, 16, 20, 24 
e però si avrà 


a=b=d=0, c=hf, e= kH, eh 


con A, x, l coefficienti numeri che determiniamo subito osservando l’iden- 
tità che ne risulta: 


5° 2391 5° 20h (20411 2-1) +5%2°(—20+228 29—494 2°-22828—1)+ 
+1e° (2411 2—1)°=0 


ovvero, posto 2° =: 


50 e L5*RE(EL11E—1)+5%(—é&|228 —494f 228 é-1)+ 
°40(E4116-1)°=0, 
onde segue 
— 10,%k=1,I=5, 


270 ai vu. — $. 122 a 
Troviamo così per  l’equazione: i 
g—10fg@+Hp+5f°=0, 
che cangiamo in una risolvente icosaedrale ponendo 


A par 
—2f°° 


sostituendo otteniamo per la risolvente domandata 


(V) tt 10Z8+12Z°0+5Z°=0. 









Quale sarà il gruppo di questa risolvente? 
Quanto al gruppo di monodromia esso è il gruppo indotto sulle ri dici 


Dos Co, 21, Co, 3, Da 
dalle 60 rotazioni dell’icosaedro, cioè il gruppo modulare sulle ; rad lici 
(Cf. $. 55). Del resto, calcolando direttamente l’effetto prodotto | 
rotazioni elementari S, T, troviamo che la S produce la sostituzione cie lica 


(Po Li Le Ps Pa) 


ve==y+1, sal (mod 5) 


del gruppo modulare. Quanto al gruppo algebrico della (V) rien 
assoluto di razionalità, dovendo esso contenere il gruppo modulare 
sottogruppo invariante, pel teorema alla fine del $. 42, non potrà € 30 
che il gruppo modulare stesso, ovvero il gruppo lineare totale « ( di 
sostituzioni 

ay av+B 


ES cd -B 0 (mod 5). 


Piè, 
adi E) 
= 


PM Ami 
te) 
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Per decidere l’ alternativa si consideri la radice quadrata del discri- 


_ minante della equazione (V) e se ne calcoli il valore numerico p. e. 


per z= 1, il che dà 


2 
OE 0, 0, = € ; 


e si vedrà subito che esso contiene l’irrazionalità quadratica V5. Con- 
cludiamo adunque : 

1l gruppo algebrico della risolvente (V) di 6.° grado, nel campo asso- 
luto di razionalità, è il gruppo lineare totale sui 6 indici 2,0, 1,2,3,4; 
questo sì abbassa al gruppo modulare, che è il gruppo di monodromia, per 
l'aggiunta di V5. 


S. 123. — L'equazione di 5.° grado (IV) $. 121 è un’ equazione prin- 
cipale, indicando con questa denominazione le equazioni di 5.° grado 


— mancanti dei termini colla 4.* e 3.8 potenza della incognita. Se al campo 


di razionalità dei coefficienti della (IV) si aggiunge V5 la radice qua- 
drata del discriminante risulta razionalmente nota e I equazione dell’ 1- 
cosaedro viene ad essere precisamente la risolvente di GaLors della (V). 
Ora vogliamo inversamente ricercare se prendendo un'equazione prin- 
cipale qualunque di 5.° grado: 


(28) Y+5aY+5By+= 


ed aggiungendo al campo di razionalità la radice quadrata del suo di- 
scriminante y, sarà possibile costruire una risolvente di GALOIS che sia 
precisamente un’equazione icosaedrale. 

Ma dimostriamo in primo luogo che l'equazione generale di 5.° grado 
sì può sempre ridurre alla forma principale (28), estraendo soltanto una 
radice quadrata. Della equazione data di 5.° grado. 


C+ta;x'+a,T+a3 d+ayX+a, = 0 


costruiamo una trasformata di TscHIRNHAUS ponendo 


y=+arX+ 032° 
e sia 
Y + Ary + Any3 + A3Y +PAY+A;=0. 
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Si tratta di fare in modo che risulti 
A; = 0 , Az = 7° 


e siccome À,, A; sono funzioni intere omogenee nelle x di 1.° e 2.° grado 
rispettivamente, è chiaro che potremo prendere le x nel modo richiesto, 
risolvendo soltanto un’ equazione di 2.° grado. 

Ed ora all'oggetto di costruire una risolvente icosaedrale della equa- 
zione principale data (28), converrà esaminare come per la equazione 
principale (IV) questa risolvente icosaedrale è effettivamente costruita, 


in qual modo cioè la radice =; dell’ equazione dell’icosaedro è espressa 
razionalmente per le radici 
LR ro 
della (IV). Per ciò dalle formole (21*) (22*) per W,., # ($. 119) deduciamo 
W.= (ea —ere)(ieà—- 2) (a+) (+72) 
t,W,=(e*zi—e” 2) (- 2620243925 +e8- 

— (e e, 4 e" 2°) (e) — 392723 — 264322), 
onde segue che la Y,, data dalla (24) $. 121, assume la forma 

Y,= (ea — ez) R+ (24 29) $, 


essendo R, S espressioni lineari in 0, ©. 
Ora costruiamo le due espressioni seguenti 


(e, Y)= Yo + e Y+É&YtsSY3}+eY, 

(e Y)= Yo + Yi+e!Ya te YatbeY, 
e ne dedurremo 

Yot e YteYt+®Y}+eY,=5z,R 

YteYteY, te Da + SY=--54R, 


da cui la formula cercata 


(29) ._h__lteWt#Hh+SHh+#Y 


4 Ie ASTRI 


» 
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che esprime la radice x della risolvente icosaedrale per le radici della 
equazione principale di 5.° grado (IV). 

Poichè, come si è visto al $. 119, alle rotazioni elementari S, T del- 
l’icosaedro: corrispondono rispettivamente le sostituzioni 


(Yo Yi Ya Ya Yo, (Yi Yo) (3 Yg) 


sulle radici Y,, inversamente ne segue che se nella espressione (29) della 
£ sì eseguiscono queste permutazioni elementari del gruppo alterno sulle 
Y, la 2 subirà le due sostituzioni elementari del gruppo icosaedrale. 


} AM Va + (m.#) 


E 
(e — e)a — (et— e)” 
Notiamo subito che mentre la prima formola, e cioè: 


Nite Vate Ya+4e Ytet Yo _ Vote Yi+eYit-&Y3 +e Y, 
Yit-e® Yod-s' Y3+s Yite Yo Yote YitetYot-e Yste Y, 








sussisterebbe anche se le Y fossero fra loro indipendenti, la seconda 
invece non è un’identità nelle Y e sussiste soltanto in forza delle relazioni 


PONE 


S. 124. — I risultati precedenti conducono naturalmente a ricercare se 
per un’equazione principale di 5.° grado qualsiasi 





(28) P+5ay+589-k1=0 


accade quello che abbiamo visto verificarsi per la (IV), se cioè la fun- 
zione razionale delle radici data dalla formola 





_MTE Y+5° Yat e y3+8 Ya 


30 (RES n 
( ) Yo+ey +8 Y+ Y3+85 Ya 


per le 60 sostituzioni del gruppo alterno sulle y, subisce le 60 sosti- 
tuzioni del gruppo icosaedrale e in particolare per le due sostituzioni 
elementari: 


(Yo YY2Y5YV) > (YU) YU) 
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del gruppo alterno subisce le sostituzioni generatrici S, T del gruppo 
dell’icosaedro: 


De) o, 
SD) ke escl 


Quanto alla prima sostituzione si è già osservato sopra che ciò ha 
luogo infatti, anzi indipendentemente dalle relazioni 


cui soddisfano le y. Per la seconda la verifica riesce alquanto più com- 
plicata, dovendosi tener conto delle due relazioni (0). Introduciamo 
perciò le 5 espressioni 


s=4 
(3”, Yo) IT Ys (r = 0,1,2,3,4), 
che figurano come funzioni trasformatrici per la risolvente di LAGRANGE 
e delle quali la prima (1, y) è nulla a causa della prima delle (0). 
Poniamo 
(e 3 Yo) =0d È; (r=0, 1; 2, 3; 4), 


ove la & sarà =0 e risolvendo questo sistema lineare rispetto alle 4, 


«avremo 


(31) y= tw +eo+e +e 
CENA 


e la.2.* relazione (0) Y gé=0 diventerà nelle é: 
(32) EE+&&=0. e. 


Ora indichiamo con É,, & i valori che assumono &,, é dopo eseguita | 
la permutazione | 
(/1%) (43 Va) 


ed avremo 
\ BE=wt+entegt ev + 


De=mt+entevte teo 


-_ 


n e E AR - tagk i TROIE a a n9° i ZIO TO 
ale 3 ; 
la 
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ossia per le (31): 


5é =[2(e+e5)+1]& + [(&+9)+3] & + [(e+e9)+3]6& + 
+ [2 (8£°+e°) F1]É, 
5&=[(+=9)+3]6+[2 (€+=9)+1]6 +[2 (c+59+1]6& + 

+ [(e+s5)+3]£,. 


D'altronde il valore trasformato di ) essendo 


(33) 


SPCMOSI: 
A 
la formola da verificarsi 
e (et—-e)X +4 ee 


i diventa: 
(e) 6 E + aà (EI) i+6—M&&=0, 
la quale, pei valori (33) di é,, &, si riduce alla seguente 
5(—EL+45)=0, 


che è verificata per la (32). 

Così dunque la funzione razionale %, data dalla (30), delle radici. 
della proposta (28) subisce per le sostituzioni del gruppo alterno sulle y 
le 60 sostituzioni lineari del gruppo icosaedrale e per conseguenza se 
costruiamo l’equazione icosaedrale 

(1° —228X°+494 \1°+228°+1)? N 


Sa Prova 4 





o, più brevemente: 


H° (1) 


(34%) 193:f=0) =Z ;) 


le cui radici sono i 60 valori di A 


) , IR FRE 60 è 


il secondo membro Z, come funzione simmetrica di questi 60 valori, 
sarà una funzione semisimmetrica di ?,, %1, Ya; Y3,%4 ® però razionalmente 
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esprimibile per @, 8, e VA 1). La (84) o (34*) è quindi, come si voleva, 
una risolvente di GaALoIs icosaedrale della equazione principale pro- 
posta (28). 


$. 125. — Le considerazioni del S$. precedente ci hanno dimostrato 
la possibilità di costruire una risolvente di GaLoIs icosaedrale per la 
equazione principale di 5.° grado e quindi in sostanza la possibilità di 
risolvere l'equazione generale di 5.° grado coll’aggiunta di radicali qua- 
drati e di un’irrazionalità icosaedrica. 

Ma per dare le effettive formole di risoluzione possiamo seguire in 
certo modo un cammino inverso e cioè identificare, come deve pure 
essere possibile, la risolvente principale delle Y (IV), $. 121 dell’equa- 
zione dell’icosaedro con un’equazione principale (28) di 5.° grado data. 
ad arbitrio, disponendo convenientemente di m, 7, Z che debbono po- 
tersi esprimere razionalmente per 


0. 9 B 3 di bj Vy Li 
Il calcolo che resta da farsi si eseguirà nel modo seguente ?). Il pa- 
ragone della (IV) colla (28) fornisce le tre equazioni > 











Za = 8m°+ 12m n + ei 
LB_ 6m° n°+4 m n3 3 n 
35 e aa 
Su 3 1 1Z tii=2 
Zi i + mi n° 5mn' 4 4 n° 
= 48.m° — 
3 Soa ER n (570 


dalle quali deduciamo, con semplice calcolo, le tre seguenti 

















È 12Bmt n° 
SO, 2a Sa 7 
n° 8 9 * O 
(37) Bic (4 ee La) 
4 1 1 nî \8 
9 dA A SE. — L_ 2 esa 
(38) 7 > (Gma+2f) 7 (4 m ia. 





1) Per il calcolo effettivo di Z in funzione razionale di a, 8, fi Vv veggasi: KLEIN 
l.c., pag. 194 e ss. i 
3) KLEIN /.c., pag. 192 e ss. 
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— Dal confronto delle due ultime deduciamo 





41-Z 4 n°B ) 
I RT, + oa — SIOE 
E stro are (3ma 4-28) 9 (mi peer 


) 2 
e, sostituendo in questa per 3 il valore dato dalla (36), otteniamo la 
seguente equazione di 2.° grado per determinare m: 
. 4 3 È. 4 3 2 2 1 202 3 2 
16 (a'-B°+2B 1) m° — g(11 o° +2 B° a) m + g (64 a B_-27 a°(—p)=0. 
La risoluzione di questa equazione di 2.° grado ci dà per w il valore 


1108 +28"1—ar+avy 
39 =" 3 
So) di 24 (4 —P + aB") 








| avendo posto 
(40) = 108 0° — 135 a'b° 4- 90 a° 8 — 32008142564, 


valore che differisce dal discriminante della proposta (28) solo per un 
coefficiente numerico 1). 


Calcolato il valore di #wm dalla (39) collo scegliere l’una o l'altra 


delle due determinazioni di segno per Vy, ne dedurremo poi razional- 


mente Z, x colle osservazioni seguenti. 
2 


Sostituendo nella (37) per De 7) il valore dato dalla (36) abbiamo: 





(48am—128m — 3 


(41) ea 640°[12(a E) m—B7]? 





formola che ci determina Z. In fine per determinare » scriviamo la prima 
delle (35) così: 





2 O Te IA n 
(12% +ig)n=a2 8m Oma 77 





2 
LAT 
_ e ponendovi per 7 il valore (36), avremo la fotmola finale: 


(40 __ 12a°Z—962m —72Bm—6m 
) ST l44a mo + 128m+ 7% i 





i) Si ha precisamente II (y,— y.)f =3125 v. 
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Le formole (39), (41), (42) danno i valori di me, Z, n, che introdotti 


nelle (20) $. 121 esprimono le radici dell'equazione principale di 5.° grado 
per mezzo dell’irrazionalità icosaedrica. Riepiloghiamo i risultati ottenuti 
nel teorema: 


L'equazione generale di 5.° grado sì risolve con estrazioni di radici 


quadrate e coll’ aggiunta di un’ irrazionalità icosaedrica. 

Ulteriori ricerche, che la natura del presente libro non ci consente 
di svolgere, sono relative alla così detta risoluzione trascendente dell’ e- 
quazione dell’icosaedro, o dell'equazione di 5.° grado, per mezzo delle 
funzioni ellittiche (modulari). Si ottiene così un metodo di risoluzione 
dell'equazione generale di 5.° grado. che dipende dalla divisione per 5 
dei periodi delle funzioni ellittiche, analogamente come la risoluzione 
trigonometrica della equazione di 3.° grado si fa dipendere dalla tri- 
sezione dell'argomento delle funzioni circolari !). 





i) Nel libro di KLEIN tante volte citato e nell’altra opera di KLE{N-FRICKE 
Elliptische Modulfunctionem il lettore troverà ampiamente svolto 1’ argomento. 





-e de è 
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Pag. 200, linea 9, manca l’intestazione del $. 89. 
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